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Sur la conjecture de Manin pour
certaines surfaces de Chaˆtelet
R. de la Brete`che∗ & G. Tenenbaum
Abstract. We prove Manin’s conjecture, in the strong form conjectured by Peyre, for
Chaˆtelet surfaces associated to surfaces of the type y2+ z2 = P (x, 1), where P is a binary
quartic form with integer coefficients that is either irreducible over Q[i] or the product
of two quadratic forms with integer coefficients and irreducible over Q[i]. Moreover, we
provide an explicit upper bound for the remainder term in the relevant asymptotic formula.
This essentially settles Manin’s conjecture for all Chaˆtelet surfaces. The proof rests on
two new tools, namely upper bounds for mean values of local oscillations of characters
on divisors and sharp upper estimates for mean values of arithmetic functions of binary
forms.
Keywords: Chaˆtelet surfaces, Manin’s conjecture, Peyre’s constant, del Pezzo surfaces
of degree 4, count of lattice points over algebraic varieties, number of representations as a
sum of two squares, method of descent.
Re´sume´. Nous de´montrons, sous la forme forte conjecture´e par Peyre, la conjecture de
Manin pour les surfaces de Chaˆtelet dont les e´quations sont du type y2 + z2 = P (x, 1),
ou` P est une forme binaire quartique a` coefficients entiers irre´ductible sur Q[i] ou
produit de deux formes quadratiques a` coefficients entiers irre´ductibles sur Q[i]. De plus,
nous fournissons une estimation explicite du terme d’erreur de la formule asymptotique
sous-jacente. Cela finalise essentiellement la validation de la conjecture de Manin pour
l’ensemble des surfaces de Chaˆtelet. La preuve s’appuie sur deux me´thodes nouvelles,
concernant, du part, les estimations en moyenne d’oscillations locales de caracte`res sur les
diviseurs, et, d’autre part, les majorations de certaines fonctions arithme´tiques de formes
binaires.
Mots clefs : Surfaces de Chaˆtelet, conjecture de Manin, constante de Peyre, surfaces de
del Pezzo de degre´ 4, comptage de points entiers sur des varie´te´s alge´briques, nombre de
repre´sentations comme somme de deux carre´s, me´thode de descente.
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1. Introduction
Soient P ∈ Z[X,Y ] une forme binaire de degre´ 4 de discriminant non nul et V un mode`le
propre et lisse de la surface affine
y2 + z2 = P (x, 1).
Alors V est une surface de Chaˆtelet sur Q. La conjecture de Manin est relative a` la
re´partition des points rationnels de cette varie´te´. Elle propose un e´quivalent asymptotique
pour le nombre NP (B) des points Q-rationnels de V dont la hauteur n’exce`de pas une
borne de´termine´e B.
Il existe un morphisme ψ : V → P4 dont l’image est une surface de del Pezzo de degre´ 4.
De´signant par ‖P‖ la somme des modules des coefficients de P , nous nous donnons une
hauteur H sur V de´finie par H = H4 ◦ ψ, ou` H4 : P4(Q) →]0,∞[ est une hauteur
exponentielle associe´e a` la norme
‖x‖P = max
{
|x0|, |x1|, |x2|, |x3|√‖P‖ , |x4|√‖P‖
}
(x ∈ R5).
Ces choix e´tant effectue´s, on peut montrer (voir le lemme 2 de [9]) que la quantite´ NP (B)
a` estimer dans le cadre de la conjecture de Manin vaut
(1·1) NP (B) := 12
∑
(y,z,t,u,v)∈Z5, t>0
‖(v2t,uvt,u2t,y,z)‖PB
y2+z2=t2P (u,v)
(u,v)=(y,z,t)=1
1.
Lorsque les diffe´rents corps de rupture associe´s aux facteurs irre´ductibles de P sur Q ne
contiennent pas de racine de X2 + 1, la conjecture de Manin s’e´nonce sous la forme
(1·2) NP (B) ∼ CH(V )B logB (B →∞),
ou` CH(V ) est une constante ge´ome´trique dont la valeur, initialement calcule´e par
Peyre [27], a e´te´ pre´cise´e au fur et a` mesure des ge´ne´ralisations envisage´es pour la varie´te´ V .
Pour une pre´sentation bibliographique plus comple`te du sujet, le lecteur pourra consulter
en particulier [5] et [8].
Alors qu’une majoration ge´ne´rale par l’ordre de grandeur conjectural NP (B) B logB
a e´te´ obtenue dans [9], l’examen de la forme pre´cise (1·2) de la conjecture ne´cessite des
approches distinctes en fonction des diffe´rentes factorisations possibles du polynoˆme P . Le
cas ou` P est scinde´ est traite´ dans [5]. Celui ou` P posse`de un facteur cubique irre´ductible
sur Q est re´solu dans [4]. La situation ou` P est le produit de deux formes line´aires et
d’un facteur quadratique rele`ve des me´thodes de [3] et [5], dont une adaptation standard
permet d’obtenir le re´sultat.
Nous proposons ici de traiter les deux cas re´siduels, correspondant donc aux e´ventualite´s
ou` P est irre´ductible sur Q[i] et ou` P est le produit de deux formes binaires de degre´ 2 a`
coefficients entiers, irre´ductibles sur Q[i] et non proportionnelles.
Nous obtenons les re´sultats suivants. Ici et dans toute la suite, nous notons ‖ ·‖ la norme
euclidienne sur R2 et posons ‖x‖∞ := max{|x1|, |x2|} pour x = (x1, x2) ∈ R2.
The´ore`me 1.1. Soit P une forme binaire de degre´ 4 de Z[X,Y ], irre´ductible sur Q[i].
On a
(1·3) NP (B) =
{
CH(V ) +O
( 1
(logB)1/100
)}
B logB (B →∞),
Dans les hypothe`ses de cet e´nonce´, la question de la positivite´ de CH(V ) est
the´oriquement re´solue de manie`re satisfaisante. En effet, il re´sulte du the´ore`me B de
[12] que le principe de Hasse s’applique dans ce cas. Ainsi, nous avons CH(V ) > 0 si, et
seulement si, V posse`de au moins un point dans chaque comple´te´ de Q.
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The´ore`me 1.2. Soit P une forme binaire de degre´ 4 de Z[X,Y ], qui est le produit
de deux formes binaires de degre´ 2 a` coefficients entiers, irre´ductibles sur Q[i] et non
proportionnelles. On a
(1·4) NP (B) =
{
CH(V ) +O
( 1
(logB)1/70
)}
B logB (B →∞).
La ve´rification du fait que la constante du terme principal est bien celle de Peyre —
cf. (9·43) infra — rele`ve de la me´thode de´veloppe´e dans [5]. Il est a` noter que, dans
le cas du The´ore`me 1.2 comme dans celui de toutes les surfaces de Chaˆtelet, la seule
obstruction possible au principe de Hasse est celle de Brauer–Manin — voir [10]. Le
premier contre-exemple, correspondant au choix P (X,Y ) = (3Y 2−X2)(X2− 2Y 2), a e´te´
exhibe´ dans [23]. L’e´tude ge´ne´rale de la validite´ du principe de Hasse pour l’ensemble des
surfaces de Chaˆtelet a e´te´ finalise´e dans [12] et [13]. Nous ve´rifierons que CH(V ) > 0 si,
et seulement si, la surface V contient un point rationnel.
Le The´ore`me 1.2 implique donc que, pour la classe de surfaces de Chaˆtelet conside´re´e,
la seule obstruction au principe de Hasse est celle de Brauer–Manin. Cependant, il ne
s’agit pas ici d’une nouvelle de´monstration de ce principe puisque la parame´trisation des
coordonne´es des points rationnels repose sur les meˆmes me´thodes de descente que celles
qui sont mises en œuvre dans [13].
L’extension de nos re´sultats aux surfaces du type y2 − az2 = P (1, x), ou` a < 0 ne
pre´sente pas d’obstacle conceptuel. Lorsque le groupe des classes du corps Q(
√
a) est
trivial, nous pouvons e´crire
(1·5) ra(n) :=
∑
(s,t)∈Z2
s2−at2=n
1 = wa
∑
d|n
χa(d)
ou` wa de´signe le nombre de racines de l’unite´ de Q(
√
a) et χa est un caracte`re re´el
de module 4a convenablement choisi. Lorsque le groupe des classes est non trivial, la
situation est sensiblement plus de´licate mais demeure abordable. En effet, la quantite´
ra(n) peut alors s’e´crire comme une combinaison line´aire finie de fonctions analogues a`
celle du membre de droite de (1·5).
Cependant, en raison des complications techniques et me´thodologiques lie´es aux places
de mauvaise re´duction et a` l’occurrence des caracte`res de Hecke dans les extensions
de (1·5), nous avons pre´fe´re´ ne pas inclure une telle ge´ne´ralisation dans ce travail :
cela aurait implique´ une dilatation significative des de´monstrations sans grand inte´reˆt
the´orique. De meˆme, nous n’avons pas conside´re´ ici la question de l’approximation faible(1)
via l’e´quire´partition des points dans des voisinages ade´liques.
Remerciements. Les auteurs prennent plaisir a` exprimer ici leur gratitude envers, d’une
part, Tim Browning, pour son aide lors de la phase d’e´laboration, et, d’autre part, l’arbitre,
dont la relecture attentive a permis d’ame´liorer significativement certains aspects de
cette e´tude. Le premier auteur remercie e´galement le Centre Interfacultaire Bernoulli
de Lausanne pour son accueil au moment de la finalisation du pre´sent travail.
2. Re´duction du proble`me
De´signons par r(n) le nombre de repre´sentations d’un entier ge´ne´rique n sous forme
d’une somme de deux carre´s et posons
RP := {x ∈ R2 : ‖x‖∞ < 1, P (x) > 0},(2·1)
RP (ξ) := {x ∈ R2 : x/ξ ∈ RP } (ξ > 0).(2·2)
1. Voir notamment [10] et [11].
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Des manipulations e´le´mentaires permettent de re´duire l’e´valuation de NP (B) a` celles de
sommes de la forme
(2·3) S(ξ;T ) :=
∑
x∈Z2∩RT (ξ)
r(T (x)), S(ξ, d;T ) :=
∑
x∈Z2∩RT (ξ)
d|T (x)
r
(T (x)
d
)
,
ou` T parcourt un ensemble de formes binaires construites a` partir de P , sous re´serve d’une
uniformite´ ade´quate relative aux coefficients de T .
Avec les notations
fd(n) :=
∑
tk=n
µ(k)r(dt2) (d, n ∈ N∗),(2·4)
ST (ξ, d) :=
∑
(u,v)∈Z2, (u,v)=1
d|T (u,v)
|u|,|v|ξ
r
(T (u, v)
d
)
(ξ  0, d ∈ N∗),(2·5)
nous avons le re´sultat suivant.
Proposition 2.1. Soit P ∈ Z[X,Y ] une forme binaire de degre´ 4. Nous avons
(2·6) NP (B) = 18
∑
dB
µ(d)χ(d)
∑
nmin{B/d,Bd−3/2
√
‖P‖}
fd(n)SP
(√
B
dn
, d
)
.
Remarque. Seules les valeurs impaires de d contribuent au membre de droite. Une inversion
de Mo¨bius fournit alors
(2·7) SP (ξ, d) =
∑
∈N∗
µ()S(ξ/, d;P)
ou` l’on a pose´
(2·8) d := d(d, 4) , P(u, v) :=
41P (u, v)
(d, 4)
, 1 :=
∏
pν‖, p>2
pν .
L’introduction de la variable 1 est ici justifie´e par l’identite´ r(2n) = r(n) (n  1) et par
le fait que, lorsque d est impair, d | 4P (u, v) e´quivaut a` d | P(u, v).
De´monstration. Posons
(2·9) D := {d ∈ N∗ : p | d⇒ p ≡ 1 mod 4}, r(n;m) =
∑
(a,b)∈Z2
n=a2+b2
pgcd(m,a,b)=1
1 (m,n ∈ N∗),
de sorte que l’on a identiquement r(n; 1) = r(n) et r(m2n;m) = 0 lorsque m /∈ D.
En reportant dans (1·1) la formule d’inversion de Mo¨bius
r(y2n; y) =
∑
k|y
µ(k)r
(y2n
k2
)
,
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nous obtenons
NP (B) = 12
∑
kB
µ(k)
∑
tB/k
∑
(u,v)∈Z2
(u,v)=1
|u|,|v|
√
B/(kt)
r
(
t2P (u, v)
)
.
Soit χ le caracte`re de Dirichlet non principal de module 4. La relation(2)
(2·10) r(mn) = 14
∑
d|(m,n)
µ(d)χ(d)r
(m
d
)
r
(n
d
)
fournit alors
NP (B) = 18
∑
kB
µ(k)
∑
dB/k
µ(d)χ(d)
∑
tB/(kd)
r(dt2)SP
(√
B
kdt
, d
)
= 18
∑
dB
µ(d)χ(d)
∑
nB/d
SP
(√
B
dn
, d
)
fd(n).
De plus, la condition de sommation d | P (u, v) dans la somme inte´rieure implique
d  ‖P‖B2/d2n2 et donc n  B√‖P‖/d3/2. unionsq
Nous aurons l’usage d’e´valuations concernant des sommes ponde´re´es par la fonction fd
lorsque d ∈ D. Le lemme 14 de [4], e´nonce´ ci-dessous, fournit l’estimation ne´cessaire.
Lemme 2.2. Nous avons uniforme´ment pour d ∈ D, µ(d)2 = 1, ξ  1,
(2·11)
∑
nξ
fd(n)
n
=
r(d)ϕ†(d)
pi
{
log ξ +O
(
log3(ω(d) + 2)
)}
,
ou` ϕ†(d) :=
∏
p|d(1 + 1/p)
−1.
Remarque. Le calcul de la constante dans (2·11) provient de l’identite´
(2·12)
∏
p
(
1 +
χ(p)
p
)
=
2
pi
,
qui sera utilise´e ulte´rieurement.
3. Sur le nombre de solutions locales d’une e´quation polynomiale
Ce paragraphe contient essentiellement des re´sultats classiques.
Commenc¸ons par introduire quelques notations valables pour toute la suite de l’article.
Nous de´signons par D(T ) := disc(T ) le discriminant d’un polynoˆme a` une variable ou
a` deux variables, de sorte que D(T (X,Y )) = D(T (X, 1)) = D(T (1, Y )).
E´tant donne´s T ∈ Z[X], s ∈ N∗, nous de´signons par T (s) le nombre de racines de T
dans Z/sZ. Lorsque T est une forme binaire de Z[X,Y ], nous posons
(3·1) −T (s) :=
∑
1as
T (a,1)≡0 (mod s)
1, +T (s) :=
∑
1a,bs
T (a,b)≡0 (mod s)
1 (s  1).
2. Cette formule classique est aise´ment ve´rifiable lorsque m et n sont des puissances de nombres
premiers ; le cas ge´ne´ral s’en de´duit par multiplicativite´.
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Pour T ∈ Z[X,Y ], s ∈ N∗, nous introduisons les ensembles
Λ(s;T ) := {(m,n) ∈ Z2 : s | T (m,n)}, Λ∗(s;T ) := {(m,n) ∈ Λ(s;T ) : (m,n, s) = 1},
de sorte que l’on a +T (s) :=
∣∣Λ(s;T ) ∩ [0, s[2∣∣ avec la notation introduite en (3·1). Nous
posons e´galement
(3·2) ∗T (s) :=
∣∣Λ∗(s;T ) ∩ [0, s[2∣∣ (s  1).
De meˆme, pour T = (T1, T2) ∈ Z[X,Y ], s = (s1, s2) ∈ N∗2, nous posons
(3·3) Λ(s1, s2;T1, T2) = Λ(s;T ) := {x ∈ Z
2 : s1 | T1(x), s2 | T2(x)},
T (s) :=
∣∣Λ(s;T ) ∩ [0, s1s2[2∣∣ .
Ici et dans toute la suite de ce travail, la lettre minuscule p de´signe un nombre premier.
Lemme 3.1. Soit T ∈ Z[X] un polynoˆme primitif de degre´ d et de discriminant D(T )
non nul. Si pµ ‖ D(T ), nous avons
(3·4) T (pν)  dpmin{ν−1,(1−1/d)ν,2µ}.
De´monstration. L’ine´galite´ T (pν)  dp(1−1/d)ν est due a` Stewart [30], les autres sont
e´tablies dans le livre de Nagell — cf. [26], the´ore`mes 52, 53 et 54, pp. 87-90. unionsq
L’e´nonce´ suivant, qui est un cas particulier du lemme 2.2 de [7], permet de pre´ciser les
liens entre les quantite´s −T (n) et 
+
T (n).
Lemme 3.2. Soit T ∈ Z[X,Y ] une forme binaire primitive de degre´ 2 ou 4 et de
discriminant D(T ). Pour tout nombre premier p  T (1, 0)D(T ) et tout entier ν  1,
nous avons
+T (p
ν) =
 p
ν−T (p)
p2ν/4 − 1
p2(1 + 1/p)
+ p2(ν−ν/4) si d = 4,
pν−T (p)ν/2(1− 1/p) + p2(ν−ν/2) si d = 2,
et donc, en particulier, +T (p) = (p− 1)−T (p) + 1, ∗T (pν) = ϕ(pν)−T (pν).
De plus,
(3·5) +T (pν)  (2d+ 1)pν+min{ν−1,(d−1)ν/d} (ν  1).
Nous nous restreignons ici au cas ou` T ∈ Z[X,Y ] est irre´ductible, de degre´  2. On sait
classiquement que la fonction zeˆta de Dedekind
ζk(s) :=
∑
A
1
Nk/Q(A)s
(e s > 1),
ou` k est un corps de rupture du polynoˆme T (X, 1) et A de´crit l’ensemble des ide´aux
entiers de k, refle`te le comportement en moyenne de −T (n). D’une part, ζk posse`de une
de´composition en produit eule´rien
ζk(s) :=
∏
℘
(1−Nk/Q(℘)−s)−1 (e s > 1),
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ou` ℘ parcourt l’ensemble des ide´aux premiers. D’autre part, pour tout nombre premier p
tel que p  D(T ), la factorisation
T (X, 1) =
∏
1jr
Tj(X, 1)ej (mod p)
ou` les Tj sont des formes irre´ductibles de Z/pZ[X] de degre´s respectifs fj , induit la
de´composition
pZ =
∏
1jr
℘
ej
j ,
avec Nk/Q(℘j) = pfj (1  j  r). Ainsi fj = 1 signifie que Tj posse`de une racine
modulo p, et
−T (p) =
∣∣{℘ : Nk/Q(℘) = p}∣∣ (p  D(T )).
Lorsque d = 4, nous pouvons donc de´duire de ce qui pre´ce`de et du Lemme 3.1 l’existence
une fonction arithme´tique multiplicative h−T telle que
(3·6)
∑
n1
−T (n)
ns
= ζk(s)
∑
n1
h−T (n)
ns
et satisfaisant, pour tous κ ∈ ]0, 14 [, ε > 0 fixe´s, a` la majoration
(3·7)
∑
n1
|h−T (n)|
n1−κ
κ
∏
p|T (1,0)D(f)
(
1− p4κ−1)−16 ε,κ ‖T‖ε.
Nous de´duisons aise´ment des Lemmes 3.1, 3.2 et de (3·6) qu’il existe une fonction arith-
me´tique multiplicative h∗T telle que
(3·8)
∑
n1
∗T (n)
ns+1
= ζk(s)
∑
n1
h∗T (n)
ns
(e s > 1)
et satisfaisant, pour tout κ ∈ ]0, 14 [,
(3·9)
∑
n1
|h∗T (n)|
n1−κ
κ
∏
p|T (1,0)D(T )
(
1− p4κ−1)O(1)  ‖T‖ε,
pour tout ε > 0 fixe´.
De meˆme, il existe une fonction h+T satisfaisant aux meˆmes majorations et telle que
(3·10)
∑
n1
+T (n)
ns+1
= ζk(s)
∑
n1
h+T (n)
ns
(e s > 1).
Nous obtiendrons des renseignements sur le comportement en moyenne de χ(n)−T (n)
graˆce aux proprie´te´ analytiques de la se´rie de Dirichlet
Lk(s,χ) :=
∑
A
χ(Nk/Q(A))
Nk/Q(A)s
(e s > 1),
ou` k est le corps de rupture du polynoˆme T (X, 1) et A de´crit l’ensemble des ide´aux entiers
de k. Des analogues des re´sultats mentionne´s plus hauts pour ζk sont alors classiquement
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valables. Par exemple, il existe des fonctions h+T ( · ;χ) et h−T ( · ;χ) satisfaisant des majo-
rations de type (3·9) et telles que
(3·11)
∑
n1
χ(n)±T (n)
ns+1
= Lk(s,χ)
∑
n1
h±T (n;χ)
ns
·
Enfin, nous ferons appel au the´ore`me des ide´aux premiers et a` sa version relative aux
progressions arithme´tiques sous la forme suivante. Comme il est l’usage, nous notons
li(x) :=
∫ x
2
dt
log t
le logarithme inte´gral.
Le re´sultat suivant est e´tabli dans le survol d’Heilbronn [18].
Lemme 3.3. Soit T une forme binaire irre´ductible sur Q[i]. Il existe c > 0 telle que
l’on ait ∑
px
−T (p) = li(x) +O
(
xe−c
√
log x
)
(3·12)
∑
px
χ(p)−T (p) xe−c
√
log x,(3·13)
ou` les constantes implicites de´pendent au plus de la forme binaire T .
En particulier, la se´rie
∑
p χ(p)
−
T (p)/p est convergente.
Remarque. L’estimation (3·12) est encore valable lorsque T est irre´ductible sur Q mais
pas sur Q[i].
4. De nouveaux outils
Les de´monstrations des The´ore`mes 1.1 et 1.2 reposent de manie`re essentielle sur des
re´sultats nouveaux, de´veloppe´s a` cette fin dans [6] et [7] et posse´dant un inte´reˆt propre.
Nous consacrons ce paragraphe a` la description des the´ore`mes obtenus, en nous cantonnant
au niveau de ge´ne´ralite´ directement utilisable dans le pre´sent contexte.
4·1. Moyennes de fonctions arithme´tiques de formes binaires
E´tant donne´s des parame`tres A1  1, A2  1, ε > 0, nous notonsM(A1, A2, ε) la classe
des fonctions arithme´tiques F positives ou nulles satisfaisant la condition
(4·1) F (ab)  min{AΩ(a)1 , A2aε}F (b)
pour tout a, b tels que (a, b) = 1. Par ailleurs, nous rappelons la notation +T introduite
en (3·1).
The´ore`me 4.1 ([7]). Soit T ∈ Z[X,Y ] une forme binaire primitive de degre´ au plus 4,
irre´ductible sur Q. Pour tous
δ ∈]0, 1[, A1  1, A2  1,
il existe une constante c0 telle que, uniforme´ment sous les conditions
(4·2) 0 < ε  δ/4000, F ∈M(A1, A2, ε), min(u, x)  c0max{u, x, ‖T‖}δ,
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on ait
(4·3)
∑
mu, nx
F (|T (m,n)|) uxET (u+ x;F ),
ou` la constante implicite de´pend au plus de A1, A2, ε, δ, et ou` l’on a pose´
(4·4) ET (v;F ) :=
∏
4<pv
(
1− 
+
T (p)
p2
) ∑
1sv
F (s)
+T (s)
s2
(v  1).
De plus, il existe une constante C = C(A1) > 0 telle que
ET (v;F )
∏
p|D∗
(
1 +
1
p
)C
exp
( ∑
pv
p D∗
−T (p)
p
(F (p)− 1)
)
(v  1),
ou` l’on a pose´ D∗ := D(T ).
Lorsque T = (T1, T2) ∈ Z[X]2, nous de´finissons une fonction arithme´tique de deux
variables par
(4·5) +T (s) :=
∑
1ξ,ηs1s2
Th(ξ,η)≡0 (mod sh) (h=1,2)
1.
The´ore`me 4.2 ([7]). Soit T := (T1, T2) ∈ Z[X,Y ]2 un vecteur dont les deux coordonne´es
sont des formes binaires primitives irre´ductibles sur Q de degre´ 2 non proportionnelles.
Pour tous
δ ∈]0, 1[, A1  1, A2  1,
il existe une constante c0 telle que, uniforme´ment sous les conditions
(4·6) 0 < εδ/4000, F1, F2 ∈M(A1, A2, ε), min(u, x)  c0max{u, x, ‖Q‖}δ,
on ait
(4·7)
∑
mu, nx
F1(|T1(m,n)|)F2(|T2(m,n)|) uxET (u+ x),
ou` la constante implicite de´pendent au plus de A1, A2, ε, δ, et ou` l’on a pose´
ET (v;F1, F2) :=
∏
4<pv
(
1− 
+
T1T2
(p)
p2
) ∑
s∈N∗2
1s1s2v
F1(s1)F2(s2)
+T (s)
s21s
2
2
.
De plus, il existe K = K(A1) > 0 telle que, notant D∗ := D(T1T2), on ait
ET (v;F1, F2)
∏
p|D∗
(
1 +
1
p
)K
ET1(v;F1)ET2(v;F2).
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Nous notons M2(Z)∗ := M2(Z) ∩ GL2(R) l’ensemble des matrices 2 × 2 a` coefficients
entiers et de de´terminant non nul, muni d’une norme d’ope´rateur, note´e ‖ · ‖. Le lemme
technique suivant permettra de simplifier certaines de´monstrations.
Lemme 4.3. Soient J ∈ Z[X,Y ] une forme binaire irre´ductible sur Q de degre´ au plus
4, A1  1, A2  1, κ > 0, q ∈ N∗, ε > 0, et F ∈M(A1, A2, ε). On se donne en outre une
matrice M ∈M2(Z)∗ et un entier q ∈ N∗, et l’on suppose que la forme binaire
T (x) := J(Mx)/q (x ∈ R2)
est a` coefficients entiers. Il existe alors ε1 > 0 tel que, pour tout 0 < ε < ε1, et
uniforme´ment sous la condition
v  ‖M‖κ + eκq,
on ait
ET (v;F ) ‖T‖εEJ(v;F ), EJ(v;F )
∏
pv
(
1 +
+J (p)
p
(F (p)− 1)
)
.
De´monstration. Ces majorations de´coulent de la validite´ de la relation +T (n) = 
+
J (n)
sous l’hypothe`se (n, q de´tM) = 1. Nous omettons les de´tails. unionsq
4·2. Oscillations localise´es de caracte`res sur les diviseurs
E´tant donne´e une fonction arithme´tique f , nous posons
∆(n, f ;u, v) :=
∑
d|n
eu<deu+v
f(d), (n ∈ N∗, u ∈ R, v > 0),
∆(n, f) := sup
u∈R, 0v1
|∆(n, f ;u, v)|.
Ainsi, les fonction ∆(n, f) sont des ge´ne´ralisations de la fonction ∆ de Hooley, corre-
spondant au cas f = 1 — cf. notamment [22], [17], [24] et les re´fe´rences indique´es dans
ces travaux. Nous avons n → ∆(n, f) ∈ M(A1) := ∩ε>0 ∪A2>0 M(A1, A2, ε) pour tout
A1  2 de`s que, par exemple, f est a` valeurs dans le disque unite´.
De´signons par M∗(A1, c) la sous-classe de M(A1) constitue´e des fonctions arith-
me´tiques g multiplicatives, ve´rifiant en outre les relations asymptotiques
(4·8)
∑
px
g(p) = li(x) +O
(
xe−c
√
log x
)
∑
px
χ(p)g(p) xe−c
√
log x
(x→∞).
La majoration suivante est un cas particulier du the´ore`me principal de [6]. Nous utilisons
la notation
(4·9) L(x) := exp
√
log2 x log3 x (x  16),
ou` logk de´signe la k-ie`me ite´re´e de la fonction logarithme.
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The´ore`me 4.4. Soient A1 > 0, c > 0, et g ∈ M∗(A1, c). Il existe une constante
α = α(g) > 0 telle que l’on ait
(4·10)
∑
nx
g(n)∆(n,χ)2  xL(x)α (x  16).
En particulier, pour toute forme binaire T ∈ Z[X,Y ], irre´ductible sur Q[i], nous avons,
avec la notation (4·4),
(4·11) ET (x;∆( · ,χ))T L(x)αT (x  16)
avec αT := α(+T ).
En effet, une sommation d’Abel standard permet de de´duire (4·11) de (4·10).
5. Ge´ome´trie des nombres
5·1. Partition des ensembles Λ∗(s;T )
Nous effectuons ici quelques remarques pre´liminaires concernant les ensembles Λ(s;T ).
Soient T ∈ Z[X,Y ] une forme binaire et s ∈ N∗. Dans Λ∗(s;T ), nous de´finissons une
relation d’e´quivalence en convenant que x ∼ y si et seulement s’il existe λ ∈ Z tel que
y ≡ λx (mod s),
et nous notons que cela implique (λ, s) = 1. L’ensemble UT (s) des classes d’e´quivalence
induit donc une partition de Λ∗(s;T ). Pour tout A ∈ UT (s) et tout x ∈ A, nous avons
A =
{
y ∈ Λ∗(s;T ) : ∃λ ∈ Z, (λ, s) = 1, y ≡ λx (mod s)}.
Comme λ est de´termine´ modulo s de manie`re unique par y, nous avons
∣∣A∩[0, s[2∣∣ = ϕ(s),
d’ou`
(5·1) |UT (s)| = ∗T (s)/ϕ(s).
De plus, pour toute classe A de UT (s), tout diviseur t de s, et tout x de A, l’ensemble
(5·2) At :=
{
y ∈ Z2 : ∃λ ∈ Z, y ≡ λx (mod t)}.
est un sous-re´seau de Z2 de rang 2 et de de´terminant t, dont la de´finition ne de´pend pas
du choix de x dans A.
Ici et dans la suite, nous de´finissons implicitement les coordonne´es m et n d’un vecteur
x de Z2 par la relation x = (m,n).
Lemme 5.1. Soit T ∈ Z[X,Y ] une forme primitive. Nous avons uniforme´ment pour
ξ  0, s ∈ N∗, ∑
x∈Z2, (m,n)=1
‖x‖ξ, s|T (x)
1 
∗
T (s)
ϕ(s)
(ξ2
s
+ 1
)
.
De´monstration. D’apre`s ce qui pre´ce`de, les vecteurs x a` compter se re´partissent dans des
re´seaux As, de de´terminant s, ou` A de´crit UT (s). D’apre`s le lemme 3 de [18], on a pour
toute classe A de UT (s), ∑
x∈As, ‖x‖ξ
(m,n)=1
1 1 + ξ
2
s
.
La majoration annonce´e re´sulte donc de (5·1). unionsq
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5·2. Re´partition des points de Λ(d;T ) dans les domaines convexes
Dans ce paragraphe, nous conside´rons sur une forme binaire T ∈ Z[X,Y ] et un domaine
R ⊂ R2 satisfaisant aux hypothe`ses minimales suivantes :
(H1) R est un ouvert borne´ dont la frontie`re est continuˆment diffe´rentiable
par morceaux ;
(H2) T est irre´ductible sur Q[i], de degre´ 4,
(H3) T (x) > 0 pour tout x ∈ R.
En cohe´rence avec (2·2), nous posons
R(ξ) := {x ∈ R2 : x/ξ ∈ R}.
Les quantite´s suivantes constituent des mesures du diame`tre de R relativement a`
distance euclidienne et a` la distance associe´e a` T .
(5·3) δ∞ = δ∞(R) := sup
x∈R
‖x‖, δT = δT (R) := sup
x∈R
|T (x)|1/4.
Des raisons techniques nous ame`neront a` restreindre les sommations de type (2·3) aux
vecteurs x de Z2 tels que m ≡ 1 mod 2 : cela revient a` y remplacer le domaine R∩Z2 par
R† := {x ∈ Z2 ∩ R : m ≡ 1 (mod 2)}.
Nous nous proposons alors de majorer
(5·4) Φ = Φ(ξ, y;T,σ,ϑ) :=
∑
1dy
2  d
sup
R
∣∣∣∣∣∣Λ(d;T ) ∩ R†(ξ)∣∣− vol(R)ξ2 +T (d)2d2
∣∣∣∣ ,
ou` le supremum est pris sur l’ensemble des parties convexes R de R2 telles que δ∞(R)  σ,
δT (R)  ϑ, et dont la longueur de la frontie`re est σ. Notons que δT (R)  ‖T‖1/4δ∞(R),
de sorte que nous pouvons supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que ϑ  ‖T‖1/4σ.
Nous rappelons la de´finition de la fonction L en (4·9).
Lemme 5.2. Soient ε > 0, κ > 0, J ∈ Z[X,Y ] une forme binaire irre´ductible sur Q de
degre´ 4, M ∈ M2(Z)∗, q ∈ N∗, et R un domaine de R2 ve´rifiant (H1). Sous l’hypothe`se
que la forme binaire T de´finie par T (x) = J(Mx)/q (x ∈ R2) est a` coefficients entiers et
ve´rifie (H2) et (H3), et sous les conditions
y  2, ξ  eκq + ‖M‖κ, 1/
√
ξ  σ  ξ3/2, 1/
√
ξ  ϑ  ξ3/2, ϑ  ‖T‖1/4σ,
nous avons
(5·5) Φ(ξ, y;T,σ,ϑ) ‖T‖ε
(
(σ + ϑ)ξ
√
y + y
)
L(σξ)
√
2+ε.
De plus,
(5·6) Φ(ξ, y;T,σ,ϑ) ‖T‖ε(σ2 + ϑ2)ξ2 log2 ξ.
Les constantes implicites de ces deux majorations de´pendent au plus de κ, ε, J .
Remarques.
(i) Roger Heath-Brown, que nous prenons plaisir a` remercier ici, nous a indique´ comment
remplacer, dans le membre de droite de (5·5), le facteur L(σξ)
√
2+ε par ‖T‖1/2(log2 ξ)2.
Cette pre´cision peut eˆtre utile dans certaines circonstances. Nous indiquons brie`vement,
imme´diatement apre`s la de´monstration qui suit, les modifications ne´cessaires pour e´tablir
cette variante. Il est toutefois a` noter qu’une de´pendance aussi faible que possible en ‖T‖
est indispensable pour atteindre les objectifs principaux du pre´sent travail.
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(ii) Un re´sultat comparable aux majorations (5·5) et (5·6) a e´te´ e´tabli par Daniel au
lemme 3.3 de [15]. Nous pre´cisons ici l’uniformite´ en T et affranchissons le majorant de
toute puissance de log(σξ). Ce gain, essentiel, permet d’obtenir, pour toute constante
c > 0, une estimation non triviale de`s que y  σ2ξ2/(log ξ)c — la majoration (5·6) e´tant
plus pre´cise que (5·5) lorsque y est grand devant σ2ξ2.
(iii) Les conditions 1/
√
ξ  σ  ξ3/2, 1/
√
ξ  ϑ  ξ3/2 garantissent que
log(σξ) 	 log(ϑξ) 	 log ξ.
(iv) Une majoration triviale s’e´crit
(5·7) Φ(ξ, y;T,σ,ϑ)
∑
x∈R(ξ)
τ(T (x)) + σ2ξ2
∑
1dy
2d
+T (d)
2d2
 ‖T‖εσ2ξ2 log(ξy),
ou` τ de´signe la fonction nombre de diviseurs et ou` nous avons utilise´ le The´ore`me 4.1,
puis le Lemme 4.3, pour obtenir
ET (σξ; τ) ‖T‖ε log ξ.
De´monstration. La majoration (5·5) de´coulant directement de (5·7) lorsque y  σ2ξ2 log ξ,
nous pouvons supposer dans la suite que y  σ2ξ2 log ξ.
Nous pouvons aussi, classiquement (voir par exemple lemme 5 de [3]), nous restreindre
au cas ou` la forme T est primitive. On alors
(5·8) Λ(d;T ) =
⊔
b|ψ(d)
bΛ∗(db;T )
avec db := d/(d, b4), et ψ(d) :=
∏
pν‖d p
ν/4.
Adoptant l’approche de [15], nous commenc¸ons par e´tablir les analogues de (5·5) et (5·6)
pour Λ∗(s;T ). Il s’agit donc d’estimer
(5·9) Φ
∗ = Φ∗(ξ, y;T,σ,ϑ) :=
∑
1sy
2  s
sup
R
∣∣∣∣∣∣Λ∗(s;T ) ∩ R†(ξ)∣∣− ∗T (s) vol(R)ξ22s2
∣∣∣∣ .
Lorsque 2  s, on a
(5·10)
∣∣∣|Λ∗(s;T ) ∩ R†(ξ)|−∗T (s) vol(R)ξ2
2s2
∣∣∣ = ∣∣∣ ∑
A∈UT (s)
(
|A ∩ R†(ξ)|− 
∗
T (s) vol(R)ξ
2
2|UT (s)|s2
)∣∣∣

∑
A∈UT (s)
∣∣∣|A ∩ R†(ξ)|− ϕ(s) vol(R)ξ2
2s2
∣∣∣.
Comme A = {(m,n) ∈ As : (m,n, s) = 1}, la formule d’inversion de Mo¨bius permet
d’e´crire, lorsque 2  s,
|A ∩ R†(ξ)| =
∑
x∈As∩R†(ξ)
∑
b|(m,n,s)
2  b
µ(b) =
∑
b|s, 2  b
µ(b)
∑
x∈R†(ξ/b)
bx∈As
1
(
A ∈ UT (s)
)
.
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Pour chaque diviseur b de s, la condition bx ∈ As e´quivaut a` l’existence de (λ,y) ∈ Z×A
tel que bx ≡ λy (mod s). Puisque (y1, y2, s) = 1, on a ne´cessairement b | λ. Autrement dit,
la condition bx ∈ As e´quivaut a` l’existence de (ν,y) ∈ Z × A tel que x ≡ νy (mod s/b),
et nous obtenons
(5·11) |A ∩ R
†(ξ)| =
∑
b|s, 2  b
µ(b)|R†(ξ/b) ∩As/b|
(
A ∈ UT (s)
)
.
Posons t := s/b. On sait classiquement (voir par exemple le lemme 2.1 de [15]) qu’il
existe une base minimale (vt,wt) = (vt(A),wt(A)) de At dont les vecteurs satisfont
(5·12) t  ‖vt‖‖wt‖ 
√
2t, 0 < ‖vt‖ 
√
2t, ‖vt‖  ‖wt‖, | 〈vt,wt〉 |  12‖vt‖‖wt‖,
ou` ‖·‖ de´signe la norme euclidienne et 〈·, ·〉 le produit scalaire associe´. De plus, il de´coule
imme´diatement de la dernie`re ine´galite´ que l’on a
(5·13) (∀(λ, ν, z) ∈ Z2 × R+) ‖λvt + νwt‖  z ⇒ |λ|  2z‖vt‖ , |ν|  2z‖wt‖ ·
Comme l’abscisse d’un vecteur de R† est un entier impair, donc non nul, nous de´duisons
de ce qui pre´ce`de que R†(ξ/b) ∩ At = ∅ de`s que ‖vt‖ > 2σξ/b. D’ou`, en vertu de
l’approximation classique du nombre de points entiers dans un domaine convexe avec
terme d’erreur majore´ line´airement en fonction du pe´rime`tre,
∣∣R†(ξ/b) ∩At∣∣ = vol(R(ξ/b))2t +O( σξb‖vt‖ +min
{
1,
σ2ξ2
bs
})
=
vol(R)
2sb
ξ2 +O
( σξ
b‖vt‖ +min
{
1,
σ2ξ2
bs
})
.
En reportant dans (5·11) puis (5·10), nous obtenons que la quantite´ Φ∗ a` majorer ve´rifie
(5·14) Φ∗  σξΦ∗1 + Φ∗2
ou` l’on a pose´
(5·15) Φ∗1 :=
∑
by
∑
ty/b
∑
A∈UT (bt)
1
b‖vt(A)‖ , Φ
∗
2 :=
∑
sy
∗T (s)
ϕ(s)
∑
by
b|s
min
{
1,
σ2ξ2
bs
}
.
Maintenant,
(5·16)
Φ∗1 
∑
by
1
b
∑
v∈(Z2)∗
‖v‖22y/b
1
‖v‖
∑
‖v‖2/4ty/b
t|T (v)
1

∑
by
1
b
∑
v∈(Z2)∗
‖v‖22y/b
τ(T (v))
‖v‖  ‖T‖
ε√y log ξ,
ou` nous avons successivement fait appel au The´ore`me 4.1, au Lemme 4.3 et a` la majoration
EJ(
√
y; τ) log ξ.
Cette majoration de Φ∗1 sera affine´e en reportant (5·6) dans (5·15).
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La contribution Φ∗21 a` Φ∗2 des entiers s tels que bs > σ2ξ2 ve´rifie
Φ∗21 ε ‖T‖ε/3σ2ξ2
∑
b>(σξ)2/y
∗T (b)
ϕ(b)b2
∑
σ2ξ2/b2<ty/b
∗T (t)
ϕ(t)t
ε ‖T‖2ε/3σ2ξ2
∑
bσξ/√y
∗T (b)
ϕ(b)b2
log
(
2 +
yb
σ2ξ2
)
ε ‖T‖εσξmin
(√
y,σξ
)
log
(
2 +
y
σ2ξ2
)
,
ou` les sommes relatives a` ∗T ont e´te´ majore´es en utilisant (3·8), (3·9) et les proprie´te´s
de ζk(s), en tenant compte du fait que le corps k est inde´pendant de q et M . Nous avons
e´galement utilise´ la sous-multiplicativite´ faible de la fonction n → ∗T (n)/ϕ(n) sous la
forme
∗T (bt)
ϕ(bt)
ε ‖T‖ε/3 
∗
T (b)
∗
T (t)
ϕ(b)ϕ(t)
(ε > 0).
Lorsque (bt, T (1, 0)D(T )) = 1, cette majoration de´coule du Lemme 3.2 et de l’ine´galite´
−T (mn)  −T (m)−(n) (m  1, n  1) ; lorsque (b, t, T (1, 0)D(T )) > 1, il suffit de faire
appel a` (3·8) et (3·9).
La contribution Φ∗22 a` Φ∗2 des entiers s tels que bs  σ2ξ2 ve´rifie
Φ∗22 
∑
b1
∗T (b)
ϕ(b)
∑
tmin(y/b,σ2ξ2/b2)
∗T (t)
ϕ(t)
 ‖T‖ε/2
∑
b1
∗T (b)
ϕ(b)b
min
(
y,σ2ξ2/b
)
 ‖T‖εmin (y,σ2ξ2) log(2 + σ2ξ2
y
)
.
En reportant les deux dernie`res estimations dans (5·14), nous obtenons
(5·17) Φ∗2  ‖T‖εσξmin
(√
y,σξ
)
log2 ξ, Φ
∗  ‖T‖ε√y σξ log ξ.
L’e´tape suivante de la de´monstration consiste a` de´duire la majoration de Φ de celle
de Φ∗. Rappelons a` cet effet que nous nous sommes place´s dans l’hypothe`se ou` T est
primitive. D’apre`s (5·8), nous avons
∣∣Λ(d;T ) ∩ R†(ξ)∣∣ = ∑
b|ψ(d)
∣∣Λ∗(db;T ) ∩ R†(ξ/b)∣∣, +T (d) = ∑
b|ψ(d)
∗T (db)d
2
b2d2b
·
D’ou`
Φ 
∑
1dy
2d
∑
b|ψ(d)
sup
R
∣∣∣∣∣∣Λ∗(db;T ) ∩ R†(ξ/b)∣∣− ∗T (db) vol(R)ξ22b2d2b
∣∣∣∣ .
Or, la condition d | b4T (x) e´quivaut a` db | T (x) avec db = d/(d, b4). Lorsque s et b sont
fixe´s, il y a au plus τ(b4) entiers d tels que s = db et b | ψ(d). De plus, pour chacun de ces
entiers d, on a db = d/(d, b4)  d/b  y/b. Il suit
(5·18)
Φ 
∑
by
τ(b4)
∑
1sy/b
2  s
sup
R
∣∣∣∣∣∣Λ∗(s;T ) ∩ R†(ξ/b)∣∣− ∗T (s) vol(R)ξ22s2b2
∣∣∣∣

∑
by
τ(b4)Φ∗
(
ξ/b, y/b;T,σ,ϑ
)
.
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En utilisant la majoration triviale (5·7) lorsque b  B := 2+σ2ξ2/y, nous obtenons, pour
toute constante A > 0,
Φ ‖T‖ε
∑
bB
τ(b4)
b
(σ√yξ log ξ√
b
+ y
)
+ ‖T‖ε
∑
B<by
τ(b4)
b2
σ2ξ2 log(ξy)
 ‖T‖ε
{
σξ
√
y log ξ + y(logB)5 +
σ2ξ2 log(ξy)(logB)4
B
}
.
Si y  σ2ξ2, la somme du second et du troisie`me terme est
 ‖T‖εσξ√y log(ξy) ·
√
y
σξ
(
log
(
2 +
σ2ξ2
y
))5
 ‖T‖εσξ√y log(ξy).
Compte tenu de (5·7), cela fournit
(5·19) Φ ‖T‖εσξmin{√y,σξ} log(ξy),
ce qui constitue une premie`re e´tape dans la preuve de (5·5).
Nous sommes a` pre´sent en mesure d’e´tablir (5·6). A` cette fin, nous majorons la
contribution a` la somme de (5·4) de l’ensemble des entiers d  y1 := σ2ξ2/(log ξ)2 en
appliquant (5·19) avec y = y1 : nous obtenons bien une majoration compatible avec (5·6).
Traitons a` pre´sent la contribution re´siduelle, correspondant donc a` la sous-somme
de (5·6) de´finie par la condition supple´mentaire y1 < d  y. Comme vol(R)  4σ2 sous
nos hypothe`ses, nous avons, d’apre`s (3·10),
(5·20) vol(R)ξ2
∑
y1<dy
+T (d)
d2
 ‖T‖εσ2ξ2{ log2 ξ + log+ (y/σ2ξ2)}.
En appliquant la majoration log+ a  (1 + a2/b2)(1 + log+ b) (a > 0, b > 0) pour
a := y/σ2ξ2, b := y/ϑ2ξ2, nous obtenons que l’estimation (5·20) est e´galement compatible
avec (5·6).
Il reste donc a` e´valuer
(5·21) Θ(ξ) :=
∑
y1<dy
2  d
∣∣Λ(d;T ) ∩ R†(ξ)∣∣.
A` cette fin, nous scindons le domaine R et posons
R‡(ξ) :=
{
x ∈ R†(ξ) : |T (x)| > ϑ4ξ4/(log ξ)4/κ, ‖x‖  σξ}, R∗(ξ) := R†(ξ) R‡(ξ),
de sorte que
(5·22) Θ(ξ)  Θ∗(ξ) +Θ‡(ξ),
ou` l’on a pose´
Θ∗(ξ) :=
∑
y1dy
2d
∣∣Λ∗(d) ∩ R∗(ξ)∣∣, Θ‡(ξ) := ∑
y1dy
2d
∣∣Λ∗(d) ∩ R‡(ξ)∣∣.
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Nous avons
Θ∗(ξ) 
∑
x∈R∗(ξ)
τ(T (x)) 
( ∑
x∈R†(ξ)
τ(T (x))2
∑
x∈R∗(ξ)
1
)1/2
.
Un emploi successif du The´ore`me 4.1 et du Lemme 4.3 permet de montrer que la premie`re
somme du membre de droite est
 ‖T‖εσ2ξ2EJ(σξ; τ2) ‖T‖εσ2ξ2(log ξ)3,
d’ou`
(5·23) Θ∗(ξ) ‖T‖εσξ|R∗(ξ)|1/2(log ξ)3/2.
L’estimation de |R∗(ξ)| re´sulte de la validite´, pour tout β  1, de la majoration
(5·24) vol{x ∈ R : |T (x)|/ϑ4  β} 
√
q
de´tM
vol{x ∈ R : |J(x)|/ϑ4  β}J ϑ2
√
qβ.
Pour e´tablir cela, nous appliquons le lemme 3.4 de [15], en vertu duquel
min
J(ζ,1)=0
|m− ζn|  |J(x)|/‖x‖3 (x ∈ (R2)∗).
Il s’ensuit que l’ensemble {x ∈ R : |J(x)|/ϑ4  β} est inclus dans
{‖x‖  ϑβ1/4}
⋃ ⋃
J(ζ,1)=0
j1
{
x ∈ R2 : 2j−1 < ‖x‖
ϑβ1/4
 2j , |m− ζn| ϑβ
1/4
8j
}
,
qui est de mesureJ ϑ2
√
β. Cela e´tablit bien (5·24), d’ou`, en choisissant β := 1/(log ξ)4/κ,
(5·25) |R∗(ξ)| ξ2 vol{x ∈ R : |T (x)|/ϑ4  1/(log ξ)4/κ}√q ϑ2ξ2/(log ξ)2/κ.
Compte tenu de (5·23) et de l’hypothe`se q  (log ξ)1/κ, il suit, quitte a` supposer sans
perte de ge´ne´ralite´ que κ  12 ,
Θ∗(ξ) ‖T‖
ε
σϑξ2q1/4
(log ξ)1/κ−3/2
 ‖T‖ε(σ + ϑ)2ξ2,
une majoration e´galement compatible avec (5·6).
Il reste donc a` e´valuer Θ‡(ξ). Nous avons
Θ‡(ξ) 
∑
bσξ
∑
y1<dy
∑
x∈R‡(ξ/b), ‖x‖σξ/b
(m,n)=1, d|b4T (x)
1.
Or, la condition d | b4T (x) e´quivaut a` db | T (x) avec db = d/(d, b4). Lorsque s et b sont
fixe´s, il y a au plus τ(b4) entiers d tels que s = db. Il suit
(5·26) Θ‡(ξ) 
∑
bσξ
τ(b4)
∑
y1/b4<sy
∑
x∈Z2, ‖x‖σξ/b
(m,n)=1, s|T (x)
1.
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De´signons par Θ‡1 la contribution au membre de droite de (5·26) correspondant a` la
condition supple´mentaire s  (σ2 + ϑ2)ξ2/b2, et notons Θ‡2 la contribution re´siduelle.
D’apre`s le Lemme 5.1, la somme inte´rieure de (5·26) est
(5·27)  
+
T (s)
ϕ(s)
{σ2ξ2
sb2
+ 1
}
 
+
T (s)(σ
2 + ϑ2)ξ2
sϕ(s)b2
(
s 
(
σ2 + ϑ2)ξ2/b2
)
.
D’ou`, graˆce a` (3·10),
Θ‡1  (σ2 + ϑ2)ξ2
∑
bσξ
τ(b4)
b2
∑
y1/b4<s(σ2+ϑ2)
ξ2+T (s)
b2sϕ(s)
 ‖T‖ε/2(σ2 + ϑ2)ξ2
∑
bσξ
τ(b4)
b2
{
log(b log ξ) + log(1 + ϑ/σ)
}
 ‖T‖ε(σ2 + ϑ2)ξ2 log2 ξ,
ou` nous avons utilise´ la majoration ϑ  ‖T‖1/4σ.
Pour estimer Θ‡2, nous introduisons  := T (x)/s  (ϑξ/b)4/s  ϑ4ξ2/(σb + ϑb)2 et
observons que
 = T (x)/s > ϑ4ξ4/{s(log ξ)4/κ}  ϑ4ξ4/{y1(log ξ)4/κ}.
Il vient donc, par un nouveau recours au Lemme 5.1,
Θ‡2 
∑
bσξ
τ(b4)
∑
ϑ4ξ4/{y1(log ξ)4/κ}<ϑ4ξ2/(σb+ϑb)2
+T ()
ϕ()
{σ2ξ2
b2
+ 1
}
 (ϑ+ σ)2ξ2
∑
bσξ
τ(b4)
b2
∑
ϑ4ξ4/{y1(log ξ)4/κ}<ϑ4ξ2/(σb+ϑb)2
+T ()
ϕ()
 ‖T‖ε(ϑ+ σ)2ξ2
∑
bσξ
τ(b4)
b2
{
log(b log ξ) + log+
(
y1/(σ2 + ϑ2)ξ2
)}
 ‖T‖ε(ϑ+ σ)2ξ2 log2 ξ.
Cela ache`ve la de´monstration de (5·6).
La meˆme majoration est valable pour la quantite´ Φ∗ de´finie en (5·9), soit
(5·28) Φ∗(ξ, y;T,σ,ϑ) ‖T‖ε(σ + ϑ)2ξ2 log2 ξ.
Pour e´tablir cela, nous observons d’abord que la contribution a` (5·9) des entiers s  y1
peut eˆtre estime´e par (5·17). Ensuite, nous majorons trivialement, pour s ∈]y1, y], le terme
ge´ne´ral de (5·9) par l’ine´galite´ triangulaire. Comme
∗T (s) vol(R)ξ
2
2s2
 
+
T (s) vol(R)ξ
2
2s2
,
la contribution correspondant a` la somme sur s ∈]y1, y] peut eˆtre majore´e comme
dans (5·20). De plus l’ine´galite´∣∣Λ∗(s;T ) ∩ R†(ξ)∣∣  ∣∣Λ(s;T ) ∩ R†(ξ)∣∣
induit a` la meˆme somme une contribution  Θ(ξ), une quantite´ pre´cedemment majore´e
de manie`re satisfaisante.
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D’apre`s (5·12), les vecteurs vt = vt(A) apparaissant dans (5·15) ve´rifient ‖vt‖2  2y/b.
Lorsque ‖vt‖/
√
2y/b ∈]1/2j+1, 1/2j ], on a t > y/(b22(j+1)). En reportant dans la premie`re
de´finition (5·15), il suit
(5·29)
Φ∗1 
∑
by
1
b
∑
j0
∑
y/(b22(j+1))<ty/b
2j√
y/b
∑
v∈(Z2)∗
‖v‖
√
2y/b/2j
t|T (v)
1.
Appliquons alors le lemme 2.2 de [31] sous la forme EJ(σξ;∆
(·, 1))  L(σξ)√2+ε. En
utilisant en outre le The´ore`me 4.1 et le Lemme 4.3, nous obtenons
(5·30)
Φ∗1 
∑
by
1
b
∑
j0
(j + 1)2j√
y/b
∑
v∈(Z2)∗
‖v‖
√
2y/b/2j
∆(T (v), 1) ‖T‖ε√yL(σξ)
√
2+ε,
puis
Φ∗  ‖T‖ε(σξ√y + y)L(σξ)√2+ε.
En reportant finalement dans (5·18) et en faisant appel a` (5·28) pour les grandes valeurs
de b, il vient, uniforme´ment par rapport au parame`tre B  2,
(5·31)
Φ
‖T‖εL(σξ)
√
2+ε

∑
bB
τ(b4)
b
(σξ√y
b1/2
+ y
)
+
∑
B<by
τ(b4)
b2
(σ + ϑ)2ξ2

{
σξ
√
y + y(logB)5 + (logB)4(σ + ϑ)2ξ2/B
}
,
puisque le terme log2 ξ apparaissant dans le majorant de (5·28) est ne´gligeable devant
L(σξ)
√
2+ε. En choisissant B = 2 + (ϑ+ σ)2ξ2/y, nous obtenons le re´sultat annonce´. unionsq
Comme annonce´ dans la remarque (i) suivant l’e´nonce´ du Lemme 5.2, indiquons
a` pre´sent comment remplacer, dans le majorant de (5·5), le facteur L(σξ)
√
2+ε par
‖T‖1/2(log2 ξ)2. Au vu de ce qui pre´ce`de, il suffit d’e´tablir la majoration
(5·32) Φ∗1  ‖T‖1/2+ε
√
y(log2 ξ)
2.
Rappelons la de´finition de Φ∗1 en (5·15). Les vecteurs vt = vt(A) y apparaissant ont au
moins une coordonne´e impaire. La variante de (5·29) ou` les vecteurs v = (v1, v2) satisfont
a` cette meˆme condition est donc valide. La contribution au membre de droite des vecteurs
v tels que v1 est impair est

∑
by
1
b
∑
j1
2j√
2y/b
{
Φ
(√2y/b
2j
,
y
b
;T, 1, ‖T‖1/4
)
+
∑
y/(b22(j+1))sy/b
y+T (s)
4jbs2
}
.
En appliquant (5·6) et en faisant appel a` (3·10), nous obtenons alors que cette quantite´
est domine´ par le majorant de (5·32). La contribution comple´mentaire peut eˆtre estime´e
similairement.
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6. Sommes de carre´s localise´es : majorations
Cette section est de´volue a` l’obtention de majorations pour les quantite´s S(ξ, d;T ) et
ST (ξ, d) respectivement de´finies en (2·3) et (2·5).
Lemme 6.1. Soient T ∈ Z[X,Y ] une forme binaire de degre´ 4, irre´ductible sur Q[i], et
ε > 0. Sous les conditions ξ  1, d  1, µ2(d) = 1, nous avons uniforme´ment
S(ξ, d;T ) dε
(ξ2
d
+ ξ1+ε
)
,(6·1)
ST (ξ, d) dε
(ξ2
d
+ ξ1+ε
)
.(6·2)
Les constantes implicites de´pendent au plus de la forme binaire T et de ε.
De´monstration. Observons tout d’abord que (6·2) de´coule facilement de (6·1). En effet,
nous avons, avec les notations (2·8),
S(ξ, d;T) εS(ξ, d;T ),
et la relation (2·7) fournit imme´diatement l’estimation souhaite´e.
Il suffit donc de montrer (6·1). D’apre`s (5·8), nous pouvons e´crire, avec les notations
introduites au paragraphe 5.1 et en notant que ψ(d) = d puisque µ(d)2 = 1,
Λ(d;T ) ⊂
⋃
b|d
⋃
A∈UT (db)
bAdb
ou` Adb est un re´seau de Z2 de rang 2 et de de´terminant db = d/(d, b). D’ou`
(6·3)
S(ξ, d;T ) 
∑
b|d
∑
A∈UT (db)
∑
x∈RT (ξ)∩bAdb
r(T (x)/d)

∑
b|d
∑
A∈UT (db)
∑
x∈RT (ξ/b)∩Adb
r
(
b4T (x)/d
)
.
Pour chaque s = db, choisissons une base minimale (vs,ws) du re´seau As satisfaisant
aux proprie´te´s (5·12), (5·13). En particulier, la condition x = λvs + νws ∈ RT (ξ/b) avec
(λ, ν) ∈ Z2 implique
|λ|  2δ∞(RT )ξ/{b‖vs‖}, |ν|  2δ∞(RT )ξ/{b‖ws‖}.
Conside´rons le polynoˆme
Ts,b(λ, ν) := b4T (λvs + νws)/d,
dont les coefficients sont  b4s3, et appliquons le The´ore`me 4.1 avec
u := 2δ∞(RT )ξ/{b‖vs‖}, x := 2δ∞(RT )ξ/{b‖ws‖}.
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Lorsque min(u, x)  ξε/2, nous avons∑
x∈R(ξ/b)∩As
r(b4T (x)/d) ξε/2max(u, x) max
1|n|ξ4
r(n) ξ1+ε.
La contribution correspondante au membre de gauche de (6·3) est donc
 ξ1+ε
∑
b|d
∗T (db)
ϕ(db)
 ξ1+εdε.
Lorsque min(u, x) > ξε/2, nous de´signons par q le contenu de Ts,b, de sorte que
T ∗s,b := Ts,b(x)/q est primitif et nous introduisons la fonction multiplicative rq de´finie
sur l’ensemble des puissances de nombres premiers par
rq(pν) =
{
ν + 1 si p | q,
r(pν) si p  q.
Nous avons donc
r(qn)  τ(q)rq(n) (n ∈ N∗).
Observons de plus que −T∗
s,b
(p) = −T (p) lorsque p  bq et que D(T ∗s,b) | D(T ). Graˆce au
The´ore`me 4.1 et au Lemme 3.3, nous obtenons dans ce cas∑
x∈R(ξ/b)∩As
r(b4T (x)/d)  τ(q)
∑
λx,νu
rq
(
T ∗s,b(λ, ν)
)
T,ε uxdε/2 exp
( ∑
pu+x
χ(p)−T (p)
p
)
 dε/2 ξ
2
b2t
·
En reportant cette estimation dans (6·3) et en observant que∑
b|d
∑
A∈UT (db)
1
b2db
=
∑
b|d
∗T (db)
b2dbϕ(db)
 dε/2−1,
nous obtenons le re´sultat annonce´ en (6·1) . unionsq
7. Sommes de carre´s localise´es : formules asymptotiques
7·1. E´nonce´ et remarques liminaires
Nous posons
Q(λ) = λ log λ− λ+ 1 (λ > 0)
et notons
(7·1) E :=
⋃
µ0
{
n ∈ N∗ : n ≡ 2µ (mod 2µ+2)}.
Nous nous proposons ici, sous certaines conditions concernant la forme binaire T et le
domaine R, d’e´valuer asymptotiquement l’expression
(7·2) Q(ξ;T,R) :=
∑
x∈Z2∩R(ξ)
r(T (x))
dont la quantite´ (2·3) est un cas particulier. Lorsque ν  0, nous notons Eν l’image de E
par la projection canonique de E dans Z/2νZ, soit
(7·3) Eν :=
{
n ∈ Z/2νZ : ∃µ ∈ N : n ≡ 2µ (mod 2min(µ+2,ν))}.
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Lemme 7.1. Soient ε > 0, κ > 0, J ∈ Z[X,Y ] une forme binaire de degre´ 4 irre´ductible
sur Q[i], M ∈ M2(Z)∗, q ∈ N∗, tels que 2  q de´tM , et R un domaine de R2 ve´rifiant
(H1). Sous l’hypothe`se que la forme binaire T de´finie par T (x) := J(Mx)/q (x ∈ R2) est
a` coefficients entiers et ve´rifie (H2) et (H3), et sous les conditions
(7·4) ξ  e
κq + ‖M‖κ, 1/
√
ξ  σ  ξ3/2, 1/
√
ξ  ϑ  ξ3/2,
δ∞(R)  σ, δT (R)  ϑ, ϑ  ‖T‖1/4σ,
nous avons
(7·5) Q(ξ;T,R) = piK(T ) vol(R)ξ2 +O
(‖T‖εξ2(σ + ϑ)2
(log ξ)1/48
)
,
ou` K(T ) :=
∏
pKp(T ) et
(7·6)
K2(T ) := lim
ν→∞ 2
−2ν+1∣∣ {x ∈ (Z/2νZ)2 : T (x) ∈ Eν} ∣∣,
Kp(T ) :=
(
1− χ(p)
p
)∑
ν0
χ(pν)+T (p
ν)
p2ν
(p > 2).
La constante implicite dans (7·5) de´pend au plus de ε, κ et J .
De plus, nous avons pour tout nombre premier p
(7·7) Kp(T ) = lim
ν→∞ p
−3ν∣∣{(x, s, t) ∈ (Z/pνZ)4 : T (x) ≡ s2 + t2 (mod pν)}∣∣.
La somme Q(ξ;T,R) compte le nombre de solutions entie`res de
(7·8) s2 + t2 = T (m,n),
avec (m,n) ∈ R(ξ). Un principe ge´ne´ral stipule que le terme principal d’une e´valuation
asymptotique de cette quantite´ est e´gal au produit du carre´ du facteur de dilatation par
les densite´s archime´dienne et p-adiques associe´es au proble`me.(3) Ve´rifions que la densite´
archime´dienne K∞ est effectivement donne´e par la formule K∞ = pi vol(R). Reprenons, a`
cette fin, les calculs effectue´s au the´ore`me 4 de [2] dans le meˆme contexte. Par syme´trie,
nous pouvons nous restreindre aux solutions du premier quadrant s > 0, t > 0, en e´crivant
K∞ = 4K+∞. Nous calculons alors K+∞ en parame´trant t =
√
T (x)− s2 et en inte´grant la
forme de Leray, donne´e ici par (2t)−1 dsdxdy. Compte tenu de la formule
(7·9)
∫ √T
0
ds√
T − s2 =
1
2pi (T > 0),
nous obtenons
K+∞ =
∫
R
dxdy
∫ √T (x,y)
0
ds
2
√
T (x, y)− s2 =
1
4pi vol(R)
d’ou` la valeur annonce´e K∞.
En raisonnant comme dans la de´monstration du the´ore`me 4 de [2], on peut montrer
similairement que les densite´s p-adiques Kp(T ) associe´es a` l’e´quation diophantienne (7·8)
sont bien donne´es par (7·6).
3. On pourra se reporter a` la section 2.2.1 de [27].
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7·2. Premie`re re´duction du proble`me
Notre approche consiste a` exploiter syste´matiquement l’identite´ de convolution
(7·10) r(t) = 4
∑
d|t
χ(d) (t  1)
avec t = T (x), et a` estimer les contributions issues de diffe´rentes plages pour la variable d.
Dans cette perspective,(4) il est essentiel de limiter la taille de d. A` cette fin, nous ferons
appel a` la syme´trie des diviseurs d’un entier n autour de
√
n. Il sera alors commode de
disposer de l’information χ(T (x)) = 1.
L’e´tape liminaire de la de´monstration consiste a` scinder la sommation initiale en
sous-sommes ve´rifiant cette condition. En fait, les nouvelles sommations porteront
ge´ne´riquement sur des vecteurs x = (m,n) ∈ Z2 et des formes T tels que 2  m et
T (x) ≡ m4 (mod 4).
De´signant par v2 la valuation 2-adique, nous commenc¸ons par scinder la sommation (7·2)
selon les valeurs de v2((m,n)) et v2(T (x)), en utilisant syste´matiquement la relation
r(2t) = r(t) (t ∈ N∗). Nous obtenons
(7·11) Q(ξ;T,R) =
∑
j0
Q1
(
ξ/2j ;T,R
)
ou` l’on a pose´
(7·12)
Q1(ξ;T,R) :=
∑
x∈Z2∩R(ξ)
2  (m,n)
r(T (x)) =
∑
k0
∑
x∈Z2∩R(ξ)
2  (m,n)
v2(T (x))=k
r(T (x)).
Rappelons que r(t) = 0 si t ≡ 3(mod 4) et analysons la condition
(7·13) 2  (m,n), v2(T (x)) = k, T (x)/2k ≡ 3 (mod 4),
qui est certainement satisfaite par tous les vecteurs x de la somme inte´rieure de (7·12)
pour lesquels r
(
T (x)
) = 0. Comme v2(T (x)) = k implique T (x) ≡ h2k (mod 2k+2) avec
h = 1 ou 3 et que cette dernie`re e´ventualite´ est exclue, nous voyons que (7·13) e´quivaut a`
(7·14) 2  (m,n), T (x) ≡ 2k (mod 2k+2).
Soit Wk l’ensemble des solutions dans {1}× Z/2k+2Z de l’e´quation
T (x) ≡ 2k (mod 2k+2),
identifie´ avec un syste`me de repre´sentants dans {1}× [0, 2k+2[. L’ensemble des solutions
x = (m,n) de (7·14) ou` m est impair co¨ıncide donc avec l’ensemble des vecteurs x
satisfaisant a` x ≡ mα (mod 2k+2) lorsque α de´crit Wk.
Syme´triquement, de´signons par Zk l’ensemble des solutions dans Z/2k+2Z × {1} de
l’e´quation T (X, 1) ≡ 2k (mod 2k+2) telles que X ≡ 0 (mod 2), identifie´ avec un syste`me de
repre´sentants dans [0, 2k+2[. Alors l’ensemble des solutions x = (m,n) de (7·14) ou` m est
pair co¨ıncide avec l’ensemble des vecteurs x ve´rifiant x ≡ nα (mod 2k+2) ou` n est impair
et α de´crit Zk.
4. Voir notamment la formule (7·28).
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Pour chaque entier k  0, les solutions de (7·13) se re´partissent donc en deux classes,
que nous pouvons parame´trer sous la forme
(i) x = (m,βm+ 2k+2n) (m ∈ 2Z+ 1, n ∈ Z, α = (1,β) ∈Wk),
(ii) x = (βn+ 2k+2m,n) (m ∈ Z, n ∈ 2Z+ 1, α = (β, 1) ∈ Zk).
Posons
(7·15) Uα,k :=

(
1 0
β 2k+2
)
si α = (1,β) ∈Wk(
β 2k+2
1 0
)
si α = (β, 1) ∈ Zk,
et
Tα,k(x) := T
(
Uα,kx
)
/2k
(
x ∈ Z2).
Il re´sulte de ce qui pre´ce`de que l’ensemble des valeurs r
(
T (x)
)
satisfaisant la condi-
tion (7·13) co¨ıncide avec{
r
(
Tα,k(x)
)
: x ∈ (2Z+ 1)× Z, α ∈Wk ∪ Zk
}
.
De plus, nous avons identiquement
(7·16) Tα,k(x) ≡ m4 (mod 4)
(
x = (m,n) ∈ (2Z+ 1)× Z, k  0, α ∈Wk ∪ Zk
)
.
Nous notons, a` fins de re´fe´rence ulte´rieure, que
(7·17) ‖Tα,k‖  23k+8‖T‖ (k  0, α ∈Wk ∪ Zk),
et que, avec la notation (7·6), nous avons
(7·18) Kp(Tα,k) = Kp(T ) (p > 2, k  0, α ∈Wk ∪ Zk).
Posant
(7·19) Rα,k := {x ∈ R2 : Uα,kx ∈ R},
de sorte que vol(Rα,k) = vol(R)/2k+2, et
(7·20) Q2(ξ;T,R) :=
∑
x∈Z2∩R(ξ)
m≡1mod 2
r(T (x)),
nous pouvons donc e´crire
(7·21) Q1(ξ;T,R) =
∑
k0
∑
α∈Wk∪Zk
Q2
(
ξ;Tα,k,Rα,k
)
,
ce qui, associe´ a` (7·11), constitue notre premie`re re´duction du proble`me.
Notons que, avec la notation (7·6), nous avons
(7·22) K2(T ) =
∑
j0
∑
k0
|Wk|+ |Zk|
22j+k+2
= 13
∑
k0
|Wk|+ |Zk|
2k
·
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En effet, en classant les couples x selon la valeur de j := v2
(
(m,n)
)
, nous obtenons
K2(T ) = lim
ν→∞
1
22ν−1
∑
0jν
∑
x∈(Z/2ν−jZ)2
2  (m,n)
∑
0kν+2
T (x)≡2k (mod 2min(k+2,ν−4j))
1.
La contribution aux deux sommes inte´rieures des entiers k tels que k + 2  ν − 4j est
 ν2ν+2j ; elle peut donc eˆtre ne´glige´e dans le passage a` la limite. Lorsque k+2  ν−4j,
la condition T (x) ≡ 2k (mod 2k+2) ne de´pend que de la valeur de x modulo 2k+2. Il suit
(7·23) K2(T ) =
∑
j0
∑
k0
1
22j+2k+3
∑
x∈(Z/2k+2Z)2
2  (m,n)
T (x)≡2k (mod 2k+2)
1 = 16
∑
k0
1
22k
∑
x∈(Z/2k+2Z)2
2  (m,n)
T (x)≡2k (mod 2k+2)
1.
Conside´rons un vecteur x = (m,n). Si m est impair, alors x est compte´ dans la somme
inte´rieure si, et seulement si, il existe α = (1,β) ∈Wk tel que n ≡ βm (mod 2k+2) ; il y a
2k+1|Wk| tels vecteurs x dans (Z/2k+2Z)2. Si m est pair, alors n est impair et x apparaˆıt
dans la sommation si, et seulement si, il existeα = (β, 1) ∈ Zk tel quem ≡ βn (mod 2k+2) ;
il y a 2k+1|Zk| tels vecteurs dans (Z/2k+2Z)2. En reportant ces valeurs dans (7·23), nous
obtenons bien (7·22).
Nous aurons ulte´rieurement l’usage d’une estimation de la vitesse de convergence de la
se´rie (7·22). A` cette fin, nous remarquons que, puisque 2  q de´tM , nous avons
(7·24)
|Wk|+ |Zk|  12k
∑
(m,n)∈(Z/2k+2Z)2
2(m,n)
T (m,n)≡0 (mod 2k)
1 
+
T (2
k)
2k
 
+
J (2
k)
2k
J 1.
Il suit
(7·25)
∑
(j,k)∈N2
max(j,k)z
|Wk|+ |Zk|
22j+k+2
 1
2z
(z  0),
ou` la constante implicite est inde´pendante de M et q.
7·3. Seconde re´duction
Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’utiliser (7·21) pour e´tablir la formule
asymptotique
(7·26) Q1(ξ;T,R) = 34piK(T ) vol(R)ξ2 +Oε
(‖T‖εξ2(σ + ϑ)2
(log ξ)1/48
)
sous les hypothe`ses du Lemme 7.1 et sous re´serve de la validite´ d’une estimation auxiliaire
— cf. (7·41) infra — qui sera explicite´e plus loin.
Notons d’emble´e que la formule asymptotique (7·5) re´sulte imme´diatement de (7·26)
via (7·11).
La validite´ de la condition (7·16) pour les vecteurs x pris en compte par la somme
(7·21) garantit que Tα,k(x) ≡ 1 (mod 4) et donc χ(Tα,k(x)) = 1. Donnons-nous alors un
parame`tre re´el y satisfaisant a`
(7·27) ϑ2ξ2/ log ξ < y < ϑ2ξ2/(log ξ)ε,
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posons
I1 := [1, y], I2 :=]y,ϑ4ξ4/y], I3 :=]ϑ4ξ4/y,∞[,
de´composons la somme de (7·10) sous la forme
(7·28) r(t) =
∑
1j3
rj(t) (t  1)
ou` rj(t) := 4
∑
d|t, d∈Ij χ(d) (1  j  3), et notons imme´diatement que, sous la condition
t ≡ 1 (mod 4), nous pouvons remplacer I3 par
I3(t) := [1, yt/ϑ4ξ4[.
Reportons dans (7·21) et, pour 1  j  3, de´signons par Q1j(ξ;T,R) la contribution
globale de rj , de sorte que
(7·29) Q1(ξ;T,R) =
∑
1j3
Q1j(ξ;T,R),
avec donc, pour j ∈ {1, 2, 3},
(7·30)
Q1j(ξ;T,R) = 4
∑
k0
∑
α∈Wk∪Zk
∑
x∈Rα,k(ξ)∩Z2
∑
d|Tα,k(x)
d∈Ij(Tα,k(x))
χ(d)
ou` nous convenons que Ij(t) := Ij si j = 1 ou 2. Notons que pour j = 1 ou 2, nous avons
(7·31) Q1j(ξ;T,R) = 4
∑
x∈R(ξ)∩Z2
2  (m,n)
∑
d|T (x)
d∈Ij
χ(d).
Nous verrons que Q12(ξ;T,R) peut eˆtre conside´re´ comme un terme d’erreur. E´valuons
dans un premier temps les quantite´s Q11(ξ;T,R) et Q13(ξ;T,R). Pour cela, nous inter-
vertirons les sommations en d et x dans (7·30) et estimerons ensuite la somme inte´rieure
en x graˆce au Lemme 5.2.
La mise en œuvre de ce calcul ne´cessite de de´finir et d’estimer dans ce nouveau contexte,
uniforme´ment en α et k, les diffe´rentes quantite´s apparaissant dans la de´finition (5·4).
Pour k  0, α ∈Wk ∪ Zk, d  1, nous posons
R1(d) := R, R3(d) :=
{
x ∈ R : d < yT (x)/ϑ4},
R1(d,α, k) := Rα,k, R3(d,α, k) :=
{
x ∈ Rα,k : d < yTα,k(x)/ϑ4
}
,
R
†
j(ξ, d,α, k) := ξRj(d,α, k) ∩ (2Z+ 1)× Z (j ∈ {1, 3}),
et notons que
vol
(
Rj(d,α, k)
)
=
vol
(
Rj(d)
)
2k+2
(j ∈ {1, 3}).
Comme de´tUα,κ = ±2k+2, nous avons +Tα,k(d) = +T (d) (d ∈ 2Z+ 1).
Par ailleurs, nous avons, sous les hypothe`ses du Lemme 7.1,
(7·32) δ∞(Rα,k)  2δ∞(R), δTα,k(Rα,k)  δT (R).
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Pour e´tablir la premie`re ine´galite´, rappelons la de´finition (7·19) de Rα,k. Lorsque, par
exemple α = (1,β) ∈ Wk, la condition Uα,kx ∈ R avec x = (x1, x2) ∈ R2 implique
|βx1 + 2k+2x2|  δ∞(R), donc
|x2|  δ∞(R)/2k+2 + |x1|  54δ∞(R)
car 0  β < 2k+2. D’ou`
δ∞(Rα,k) = sup
x∈Rα,k
‖x‖ 
√
2 sup
|x1|δ∞(R)
|βx1+2k+2x2|δ∞(R)
max
{|x1|, |x2|}  2δ∞(R).
La seconde ine´galite´ de (7·32) re´sulte de l’identite´
(7·33) δTα,k(Rα,k) = sup
x∈Rα,k
|Tα,k(x)|1/4 = sup
x∈R
∣∣T (x)/2k∣∣1/4 = δT (R)/2k/4.
Montrons que, pour j = 1 ou 3, la contribution a` (7·30) des entiers k  3 log2 ξ peut
eˆtre englobe´e par le terme d’erreur de (7·26). Nous avons ne´cessairement k  log ξ et,
pour chaque k, il y au plus, d’apre`s (7·24), une quantite´ uniforme´ment borne´e de valeurs
de α a` conside´rer. Lorsque ξ/2k  ξε/2, une majoration triviale fournit∑
x∈Z2 ∩Rα,k(ξ)
τ
(
Tα,k(x)
) (σξ)1+ε
ce qui induit, apre`s report dans (7·30), un terme d’erreur acceptable dans (7·26).
Lorsque ξ/2k > ξε/2, nous sommes en mesure d’appliquer le the´ore`me 4 de [21] pour
e´valuer la sommation relative a` m ou a` n, selon que α appartient a` Wk ou Zk. Il vient∑
x∈Z2 ∩Rα,k(ξ)
τ
(
Tα,k(x)
) ‖T‖ε/2σ2ξ2
2k(1−ε)
exp
{∑
pξ
−T (p)
p
}
 ‖T‖
εσ2ξ2 log ξ
2k(1−ε)
·
En reportant dans (7·30), nous obtenons bien que la sous-somme correspondant a` la
condition k  3 log2 ξ est
 ‖T‖εσ2ξ2(log ξ)1−(1−ε) log 8  ‖T‖εσ2ξ2/
√
log ξ
lorsque ε est choisi suffisamment petit ; cette contribution est donc e´galement ne´gligeable
au regard du terme d’erreur de (7·26).
Nous sommes a` pre´sent en mesure d’e´valuer Q1j(ξ;T,R) lorsque j = 1 ou 3. D’apre`s ce
qui pre´ce`de et le Lemme 5.2, nous avons dans ce cas
Q1j(ξ;T,R) = 4
∑
k3 log2 ξ
∑
α∈Wk∪Zk
∑
dy
χ(d)
∣∣Λ(d;Tα,k) ∩ R†j(ξ, d,α, k)∣∣+O(‖T‖εσ2ξ2√log ξ
)
= 4ξ2
∑
dy
χ(d) vol(Rj(d))
+T (d)
2d2
∑
k3 log2 ξ
|Wk|+ |Zk|
2k+2
+O
(
(σ + ϑ)ξ
√
y(log ξ)ε/2
∑
k3 log2 ξ
∑
α∈Wk∪Zk
‖Tα,k‖ε/20 + ‖T‖
εσ2ξ2√
log ξ
)
.
Puisque ‖Tα,k‖  8k‖T‖ d’apre`s (7·17) et comme |Wk ∪ Zk| J 1 par (7·24), nous
pouvons e´crire∑
k3 log2 ξ
∑
α∈Wk∪Zk
‖Tα,k‖ε/20  ‖T‖ε/20
∑
k3 log2 ξ
8kε/20 J ‖T‖ε(log ξ)ε/2.
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Il vient, compte tenu de (7·22)
(7·34)
Qj(ξ;T,R) = 32K2(T )ξ2
∑
dy
χ(d) vol
(
Rj(d)
)+T (d)
d2
+O
(
‖T‖ε(σ + ϑ)ξ(log ξ)ε√y + ‖T‖
εσ2ξ2√
log ξ
)
.
Rappelons que
R1(d) = R, R3(d) R = {x ∈ R : T (x)y/ϑ4  d}.
En notant que, d’apre`s (3·11),
(7·35)
∑
d>z
χ(d)
+T (d)
d2
ε ‖T‖
ε
log z
(z  2),
il s’ensuit que, pour j = 1 ou 3,∑
dy
χ(d) vol(Rj(d))
+T (d)
d2
= vol(R)
∑
dy
χ(d)
+T (d)
d2
+O
(∫
R
∑
T (x)y/ϑ4<dy
χ(d)
+T (d)
d2
dx
)
= vol(R)
∑
d1
χ(d)
+T (d)
d2
+O
(
‖T‖εσ2
log ξ
)
=
vol(R)piK(T )
4K2(T )
+O
(‖T‖εσ2
log ξ
)
,
ou` nous avons estime´ le terme d’erreur graˆce a` (7·35) et a` la majoration∫
R
dx
log(T (x)y/ϑ4 + 2)
 σ
2
de´tM
∫
‖x‖1
dx
log(J(x)Y + 2)
 σ
2
{log(2 + Y )}de´tM ,
ou` l’on a pose´ Y = σ4y/(ϑ4q) : nous avons Y  σ2ξ2/(√‖T‖ log ξ) par (7·27) et
‖T‖  (log ξ)1/ε, nous obtenons la majoration annonce´e.
En reportant dans (7·34) puis dans (7·29), nous obtenons
(7·36)
Q1(ξ;T,R) = 34piK(T ) vol(R)ξ2 +Q12(ξ;T,R)
+O
(
‖T‖ε(σ + ϑ)ξ√y(log ξ)ε + ‖T‖
εσ2ξ2√
log ξ
)
.
Majorons a` pre´sent Q12(ξ;T,R). Posons
(7·37) Υ(Ξ, b) :=
∑
x∈R(Ξ)∩Z2
(m,n)=1
∑
d|b4T (x)
y<dϑ4ξ4/y
χ(d),
et notons la majoration triviale
Υ(Ξ, b) τ(b4)
∑
x∈R(Ξ)∩Z2
τ
(
T (x)
) ‖T‖ετ(b4)σ2Ξ2 logΞ,
qui re´sulte du The´ore`me 4.1. Nous avons, par (7·31) avec j = 2,
(7·38) Q12(ξ;T,R) = 4
∑
b1
2  b
Υ(ξ/b, b) = 4
∑
1bL
2  b
Υ(ξ/b, b) +O
(‖T‖εσ2ξ2√
log ξ
)
,
ou` l’on a pose´ L := (log ξ)20.
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Estimons a` pre´sent Υ(Ξ, b) lorsque ξ/L  Ξ  ξ et b  L. Pour obtenir un re´sultat
satisfaisant, il est essentiel de traiter non trivialement la somme inte´rieure de (7·37) : nous
exploitons le fait qu’elle est
 ∆(b4T (x),χ) log (2ϑ2ξ2/y) τ(b4)∆(T (x,χ)) log2 ξ,
compte tenu de (7·27). Dans l’ide´e d’appliquer l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz, nous
observons qu’en vertu du The´ore`me 4.1, du Lemme 4.3, et du The´ore`me 4.4, nous pouvons
e´crire ∑
x∈R(Ξ)∩Z2
(m,n)=1
∆(T (x),χ)2  ‖T‖εσ2Ξ2EJ(σΞ;∆(·,χ)) ‖T‖εσ2Ξ2L(Ξ)O(1).
Posons
(7·39) B(Ξ, y1, y2) :=
∑
x∈R(Ξ)∩Z2
(m,n)=1
∃d|T (x) : y1<dy2
1
(
(Ξ, y1, y2) ∈ R+3
)
.
Compte tenu de ce qui pre´ce`de, nous pouvons e´crire
(7·40) Υ(Ξ, b)2  ‖T‖ετ(b4)2(log2 ξ)2B
(
Ξ, y/b4,ϑ4ξ4/y
)
σ2Ξ2L(Ξ)O(1).
Admettons provisoirement la validite´ de l’estimation
(7·41) B(Ξ, y1, y2) ‖T‖ε(σ + ϑ)2Ξ2
(
ϑ2Ξ2/y1 + y2/ϑ2Ξ2
(log ξ)Q(2η)
+
log{(log ξ)y2/y1}
(log ξ)Q(1+η)
)
lorsque Ξ, y1, y2 satisfont ξ/L  Ξ  ξ, 1  y1  y2, et 0 < η < 12 .
En reportant dans (7·40) puis (7·38), nous obtenons
(7·42) Q12(ξ;T,R) ‖T‖ε(σ + ϑ)σξ2
( ϑξ
(log ξ)2δ
√
y
+
1
(log ξ)δ
)
.
de`s que
δ < max
η∈]0,1/2[
min{14Q(2η), 12Q(1 + η)}.
Nous pouvons choisir δ = 0, 021 > 148 , correspondant a` la valeur η = 0, 305. En
spe´cialisant alors y := ϑ2ξ2/(log ξ)2δ dans (7·36) nous obtenons bien (7·5).
7·4. Comple´tion de l’argument
Nous prouvons ici la majoration (7·41). Le re´sultat e´tant trivialement acquis si l’on a
y1  ϑ2Ξ2/(log ξ)Q(2η) ou y2  ϑ2Ξ2(log ξ)Q(2η), nous pouvons supposer dans toute la
suite que log(y2/y1) log2 ξ.
Rappelons la de´finition de la constante c0 dans (4·2). Soit δ = δ(κ) ∈]0, 1[ tel que
‖T‖δ  c0σξ/L. Supposons alors, sans perte de ge´ne´ralite´, que ε  δ/4000, fixons
z = z(ε) > 3 tel que (log 2)/ log z < ε et introduisons la fonction arithme´tique additive
(7·43) Ωz(n) :=
∑
pν‖n
p>z
ν.
Ainsi toute fonction arithme´tique F sous-multiplicative satisfaisant a` 0  F  2Ωz ve´rifie
les hypothe`ses du The´ore`me 4.1 pour la forme T .
30 R. de la Brete`che & G. Tenenbaum
Soit η ∈]0, 12 [. De´signons par Bj (1  j  3) les contributions respectives a` (7·39) des
vecteurs x satisfaisant respectivement aux conditions supple´mentaires
(B1) Ωz(T (x)) > (1 + η) log2 ξ,
(B2) Ωz(T (x))  (1 + η) log2 ξ, T (x) > ϑ4Ξ4/(log ξ)2,
(B3) T (x)  ϑ4Ξ4/(log ξ)2,
de sorte que B(Ξ, y1, y2) 
∑
1j3Bj .
Nous commenc¸ons par observer que, par (5·24) avec β := 1/(log ξ)2, nous avons
(7·44) B3  ‖T‖εϑ2Ξ2/
√
log ξ.
La me´thode parame´trique fournit lorsque y ∈ [1, 2[
B1 
∑
x∈Z2
‖x‖σΞ
yΩz(T (x))−(1+η) log2 ξ.
En vertu du The´ore`me 4.1, il suit
B1 
‖T‖εσ2Ξ2
(log ξ)(1+η) log y
∏
pσξ
{
1 + (y − 1)
−
T (p)
p
}
 ‖T‖
2εσ2Ξ2
(log ξ)(1+η) log y−y+1
 ‖T‖
2εσ2Ξ2
(log ξ)Q(1+η)
,
pour le choix y := 1 + η.
Majorons B2. Par hypothe`se, chaque vecteur x de Z2 compte´ dans la somme est tel que
T (x) posse`de un diviseur d dans ]y1, y2]. L’une des quatre conditions suivantes est alors
ne´cessairement ve´rifie´e :
(i) Ωz(d)  (1− η) log2 ξ et y1 < d  ϑ2Ξ2 ;
(ii) Ωz(d)  2η log2 ξ et ϑ2Ξ2 < d  y2 ;
(iii) Ωz(d) > 2η log2 ξ et ϑ2Ξ2 < d  y2 ;
(iv) Ωz(d) > (1− η) log2 ξ et y1 < d  ϑ2Ξ2.
Notons B2j (1  j  4) les contributions correspondantes a` la somme B2. D’apre`s le
Lemme 5.1 et le The´ore`me 4.1, nous avons pour tout y  1
B21 
∑
y1<dϑ2Ξ2
yΩz(d)−(1−η) log2 ξ
∑
x∈R(Ξ)∩Λ(d;T )
(m,n)=1
1
 (log ξ)−(1−η) log y
∑
y1<dϑ2Ξ2
yΩz(d)
+T (d)
d
{σ2Ξ2
d
+ 1
}
 (σ2 + ϑ2)(log ξ)−(1−η) log y
∑
y1<dϑ2Ξ2
yΩz(d)
+T (d)Ξ
2
d2
 ‖T‖ε(σ2 + ϑ2)Ξ2 log(2ϑ2Ξ2/y1)(log ξ)y−1−(1−η) log y
 ‖T‖ε(σ2 + ϑ2)Ξ2(log ξ)−Q(1−η) log (2ϑ2Ξ2/y1)
pour le choix y := 1− η.
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D’apre`s le Lemme 5.1, nous avons encore, pour tout y  1,
B22 
∑
ϑ2Ξ2<dy2
yΩz(d)−2η log2 ξ
∑
x∈R(Ξ)∩Λ(d)
(m,n)=1
1
 (log ξ)−2η log y
∑
ϑ2Ξ2<dy2
yΩz(d)
+T (d)
d
{σ2Ξ2
d
+ 1
}
 1 + σ
2/ϑ2
(log ξ)2η log y
∑
(ϑΞ)2<dy2
yΩz(d)
+T (d)
d
 ‖T‖ε{1 + σ2/ϑ2}(log ξ)y−1−2η log yy2  ‖T‖ε{1 + σ2/ϑ2}y2/(log ξ)Q(2η)
pour le choix y = 2η.
Pour estimer B23 et B24, nous raisonnons sur le diviseur comple´mentaire  = T (x)/d.
Nous avons   ϑ4Ξ4/d et
Ωz() = Ωz(T (x))− Ωz(d)  (1 + η) log2 ξ − Ωz(d).
Ainsi, dans B23,  joue le roˆle de d dans B21 et ϑ4Ξ4/y2(log ξ)2 celui de y1 ; similairement,
dans B24,  joue le roˆle de d dans B22 et ϑ4Ξ4/y1 celui de y2.
Comme Q(1 + η)  Q(1− η), nous obtenons bien ainsi (7·41).
Cela ache`ve la de´monstration du Lemme 7.1.
8. Preuve du The´ore`me 1.1
8·1. Estimation asymptotique de NP (B)
Nous allons e´tablir ici l’existence d’une constante CP , inde´pendante de H, telle que
l’on ait
(8·1) NP (B) =
{
CP vol(RP ) +O
( 1
(logB)1/100
)}
B logB (B →∞).
Nous faisons appel a` la Proposition 2.1, dont la formule (2·6) permet de re´duire
l’estimation de NP (B) a` celle des quantite´s SP (ξ, d), de´finies en (2·5), et qui sont elles-
meˆmes exprimables, via (2·7), en fonction des sommes S(ξ, d;T ) de´finies en (2·3).
Commenc¸ons donc par e´valuer les quantite´s S(ξ, d;T ). Plac¸ons-nous d’abord dans
l’hypothe`se ou` le contenu de T est premier avec d. Rappelons les notations (2·8) et (5·2)
et posons
Gd(ξ,A; e, b) :=
∑
x∈eAdb/e∩RT (ξ/b)
r
(Tb(x)
db
) (
ξ  0, A ∈ UT (d), b ∈ N∗, e | db
)
.
La de´composition canonique (5·8) de l’ensemble Λ(d;T ) nous permet d’e´crire
(8·2)
S(ξ, d;T ) =
∑
b|ψ(d)
∑
x∈Λ∗(db;Tb)∩RT (ξ/b)
r
(Tb(x)
db
)
=
∑
b|ψ(d)
∑
A∈UT (db)
∑
e|db
µ(e)Gd(ξ,A; e, b).
Nous sommes ainsi ramene´s a` un comptage de points entiers sur un re´seau de de´ter-
minant dbe.
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L’estimation de G (ξ,A, e) rele`ve du Lemme 7.1. Pour nous placer dans les hypothe`ses
de cet e´nonce´, nous nous donnons une base minimale (e1,e2) de vecteurs du re´seau eAdb/e
(ainsi ‖e1‖ et ‖e2‖ sont les minimums successifs des normes d’e´le´ments de eAdb/e) et nous
de´signons par E la matrice de M2(Z)∗ qui transforme la base canonique en (e1,e2), de
sorte que
eAdb/e = E(Z
2).
Posant RE := {x ∈ R2 : Ex ∈ RT /b}, nous avons donc
vol(RE) =
vol(RT )
b2 de´tE
=
vol(RT )
b2dbe
.
Introduisant la forme binaire de´finie par ME(v) = Tb(Ev)/db (v ∈ Z2), nous pouvons
e´crire
Gd(ξ,A; e, b) =
∑
v∈Z2∩R
E
(ξ)
r(ME(v)) = S(ξ;ME ,RE),
avec la notation (7·2).
Estimons ensuite dans le pre´sent contexte les quantite´s intervenant dans le terme
d’erreur de (7·5). Nous avons d’abord
δME (R

E) = sup
v∈R
E
{|ME(v)|1/4} = sup
x∈RT /b
{|Tb(x)/db|1/4}
= sup
x∈RT
{|T (x)/d|1/4} = δT (RT )
d1/4
=: ϑd.
Puis
‖ME‖  ‖T‖‖E‖4/db  ‖T‖d4be3  ‖T‖d7.
Enfin
δ∞(RE) = sup
v∈R
E
‖v‖  δ∞(RT )
b
·
Notant σT := δ∞(RT ), nous de´duisons donc du Lemme 7.1 que
(8·3) Gd(ξ,A; e, b) = piKE vol(RT )ξ
2
b2dbe
+OT
(
(σT /b+ ϑd)2dεξ2
(log ξ)1/48
)
,
ou` KE := K(ME) =
∏
pKp(ME) est de´fini par les formules (7·6) avec T =ME .
Reportons (8·3) dans (8·2). La constante du terme principal est donc un multiple de
W (d;T ) :=
∑
b|ψ(d)
∑
A∈UT (db)
∑
e|db
KEµ(e)
b2dbe
·
On peut calculer la valeur de cette expression par des manipulations identiques a` celles
qui apparaissent dans la preuve du the´ore`me 3 de [3] et dont nous omettons ici les de´tails.
Nous obtenons
(8·4) W (d;T ) :=
∏
p
Wp(d;T )
avec
W2(d;T ) := K2(T ),
Wp(d;T ) :=
(
1− χ(p)
p
)∑
ν0
χ(pν)+T (p
ν+vp(d))
p2ν+2vp(d)
(p > 2).
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De plus, nous pouvons de´duire de (7·7) que, pour tout nombre premier p, nous avons
(8·5) Wp(d;T ) = lim
ν→∞
1
p3ν+vp(d)
∑
(x,s,t)∈(Z/pνZ)4
T (x)≡pvp(d)(s2+t2) (mod pν)
1.
Pour estimer la contribution du terme d’erreur de (8·3) a` la somme (8·2), nous observons
d’abord que le nombre de termes apparaissant dans la somme (8·2) vaut
(8·6) n(d;T ) :=
∑
b|ψ(d)
∑
A∈UP (db)
∑
e|db
µ(e)2 =
∑
b|ψ(d)
∗T (db)
ϕ(db)
2ω(db) T,ε dε.
Il suit finalement
(8·7) S(ξ, d;T ) = piW (d;T ) vol(RT )ξ2 +OT,ε
(
dε(σ2T + ϑ
2
T )ξ
2
(log ξ)1/48
)
,
ou` nous avons pose´ ϑT := δT (RT ).
Montrons que (8·7) persiste lorsque d n’est pas premier avec le contenu c(T ) de la
forme T . A` cette fin, posonsm := (d, c(T )) et observons que S(ξ, d;T ) = S(ξ, d/m;T/m).
CommeW (d;T ) =W (d/m;T/m) et vol(RT ) = vol(RT/m), nous obtenons bien l’extension
annonce´e.
Nous devons ensuite appliquer (2·7). A` cette fin, il est ne´cessaire de disposer d’une
majoration de W (d;T ). Le Lemme 3.2 permet d’e´crire
Wp(d;T ) p−vp(d)/4
(
p  c(T )
)
Wp(d;T ) vp
(
c(T )
) (
p | c(T ))
Wp(d;T ) = 1− χ(p)
p
+
∑
1ν4
χ(pν)
+T (p
ν)
p2ν
+O
( 1
p2
)
(p  dc(T ))
Wp(d;T ) = 1 + χ(p)
−T (p)− 1
p
+O
( 1
p2
)
(p  dc0D(T )),
ou` la premie`re majoration fait usage de l’identite´ ν − 3ν/4 = ν/4. Cela implique,
lorsque d est sans facteur carre´ et pour tout ε > 0,
(8·8) W (d;T )ε ‖T‖ε
(
d, c(T )
)1−ε
/d1−ε T,ε 1/d1−ε.
Rappelons alors les de´finitions (2·8) et (8·6) et reportons l’estimation (8·8) dans la
formule (2·7) en tenant compte de la majoration
‖T‖  ‖T‖4.
Nous obtenons, lorsque la forme binaire P est fixe´e,
(8·9) SP (ξ, d) = piW ∗(d;P ) vol(RP )ξ2 +O
( dεξ2
(log ξ)1/48
)
,
avec
W ∗(d;P ) :=
∑
∈N∗
µ()W (d;P)
2
·
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Rappelons la de´finition des ensembles Eν en (7·3). La relation (8·4) permet d’e´crire la
formule
W (d;P) =
∏
p
Wp(d;P)
ou`, d’apre`s (8·5), chaque terme Wp(d;P) de´pend uniquement de vp(). La quantite´
W ∗(d;P ) admet donc une re´pre´sentation sous la forme d’un produit eule´rien, soit
(8·10) W ∗(d;P ) =
∏
p
W ∗p (d;P ),
avec
(8·11)
Wp(d;P ) := W ∗p (d;P )−Wp(dp;Pp)/p2
= lim
ν→∞
1
p3ν+vp(d)
∑
(x,s,t)∈(Z/pνZ)4
P (x)≡pvp(d)(s2+t2) (mod pν)
p  (m,n)
1 (p > 2),
et
(8·12) W ∗2 (d;P ) =W ∗2 (1;P ) = lim
n→∞
1
22ν−1
∑
x∈(Z/2νZ)2
P (x)∈Eν
2  (m,n)
1,
puisque
(8·13) ∣∣{(s, t) ∈ (Z/2νZ)2 : s2 + t2 ≡ a (mod 2ν)}∣∣ = 2ν+1
lorsque a ∈ Eν .
L’expression (8·11) implique e´galement
(8·14) W ∗p (d;P ) :=

(
1− χ(p)
p
)∑
ν0
χ(pν)∗P (p
ν+vp(d))
p2ν+2vp(d)
(
p > 2, vp(d) = 1
)
,
(
1− χ(p)
p
){
1− 1
p2
+
∑
ν1
χ(pν)∗P (p
ν)
p2ν
} (
p > 2, vp(d) = 0
)
,
Enfin, nous observons que (8·8) implique trivialement
W ∗(d;P ) 1/d1−ε (µ(d)2 = 1).
Reportons a` pre´sent (8·9) dans la formule (2·6) pour NP (B) en nous donnant un
parame`tre de troncature D. La contribution des entiers d > D, traite´e comme un terme
d’erreur, est majore´e graˆce a` (6·2). Nous obtenons
(8·15)

∑
d>D
µ(d)2
∑
nB
√
‖P‖/d3/2
|fd(n)|
( B
d2−εn
+
B1/2+ε
d1/2+εn1/2+ε
)
 B(logB)
∑
d>D
µ(d)2r(d)
d2−ε
+B
∑
d>D
µ(d)2r(d)
d5/4−ε/2
 B logB
D1−ε
+
B
D1/4−ε/2
 B logB
D1−ε/2
,
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quitte a` choisir ε assez petit et D 
√
logB.
E´valuons ensuite le terme principal, correspondant donc au domaine de sommation
d  D. La contribution du terme d’erreur de (8·9) est
 B(logB)47/48D1+8ε.
le choix D := (logB)1/96 est donc acceptable au regard du re´sultat annonce´ (8·1). La
contribution du terme principal peut enfin eˆtre e´value´e graˆce au Lemme 2.2. Elle vaut
1
8Bpi vol(RP )
∑
dD
µ(d)χ(d)W ∗(d;P )
d
∑
nmin{B/d,B
√
‖P‖/d3/2}
fd(n)
n
= 18B vol(RP )
∑
dD
µ(d)χ(d)r(d)ϕ†(d)W ∗(d;P )
d
{
logB +O
(
log(2d)
)}
=
{
CP +O(1/D1−ε)
}
B vol(RP ) logB,
pour chaque ε > 0 fixe´, avec
(8·16) CP := 18
∑
d∈N∗
µ(d)χ(d)2r(d)ϕ†(d)W ∗(d;P )
d
·
En choisissant ε assez petit, nous en de´duisons l’estimation
NP (B) = CP vol(RP )B logB +O
(
B(logB)96/97
)
,
d’ou` (8·1), avec un peu de marge.
8·2. Validation de la conjecture de Peyre
Nous nous proposons ici de montrer l’e´galite´
(8·17) CP vol(RP ) = CH(V ).
D’apre`s les calculs effectue´s dans [16], la valeur CH(V ) conjecture´e par Peyre pour le
terme principal de la formule asymptotique (8·1) constante s’e´crit
(8·18) CH(V ) = ω∞
∏
p
ωp
ou` ω∞ et ωp de´signent respectivement les volumes relatifs aux densite´s archime´dienne et
p-adique des sous-domaines de la boule de rayon B dans R5 limite´s par la surface V .
Commenc¸ons par le calcul des diffe´rents facteurs apparaissant dans (8·18). Pour tout
nombre premier p, nous avons
(8·19) ωp := lim
ν→∞
1
p4ν
∑
(u,v,x,y,t)∈(Z/pνZ)5
P (u,v)t2≡x2+y2 (mod pν)
p(u,v), p(x,y,t)
1.
Pour e´valuer cette limite, nous faisons appel au calcul des quantite´s
N(pν , a) :=
∣∣{(x, y) ∈ (Z/pνZ)2 : x2 + y2 ≡ a (mod pν)}∣∣ (p ∈ P, a ∈ N),
ou` P de´signe l’ensemble des nombres premiers.
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Rappelons la de´finition de l’ensemble E en (7·1). Nous avons (voir par exemple [2])
(8·20) N(pν , a) =

pν(1 + 1/p) si p ≡ 3 (mod 4), νp(a) < ν et 2 | a,
{1 + vp(a)}pν(1− 1/p) si p ≡ 1 (mod 4), νp(a) < ν,
2ν+1 si a ∈ E.
Comme (t, p) = 1 dans (8·19), il s’ensuit que, lorsque p ≡ 3 (mod 4), nous avons
(8·21)
ωp = lim
ν→∞
1− 1/p
p3ν
∑
(u,v,x,y,t)∈(Z/pνZ)5
P (u,v)≡x2+y2 (mod pν)
p  (u,v)
1
=
(
1− 1
p2
){
1− 1
p2
− 
∗
P (p)
p2
+
∑
k2
2|k
∗P (p
k)
p2k
− 
∗
P (p
k+1)
p2k+2
}
=
(
1− 1
p2
){
1− 1
p2
+
∑
ν1
χ(pν)∗P (p
ν)
p2ν
}
.
Pour plus de de´tails sur ce type de calcul, le lecteur pourra consulter le paragraphe 2
de [4].
Lorsque p ≡ 1 (mod 4), de´signons, pour   0, par ωp() la contribution a` ωp des
quintuplets (u, v, x, y, t) tels que vp(t) = . Il re´sulte alors de (8·20) que
ωp(0) =
(
1− 1
p
)2{
1− 1
p2
− 
∗
P (p)
p2
+
∑
k1
(k + 1)
(∗P (pk)
p2k
− 
∗
P (p
k+1)
p2k+2
)}
=
(
1− 1
p
)2{
1− 1
p2
+
∑
ν1
∗P (p
ν)
p2ν
}
,
et
ωp() =
(1− 1/p)2
p
{
1− 1
p2
− 
∗
P (p)
p2
+
∑
k1
2
(∗P (pk)
p2k
− 
∗
P (p
k+1)
p2k+2
)}
= 2
(1− 1/p)2
p
(
1− 1
p2
)
(  1),
d’ou`
(8·22) ωp =
(
1− 1
p2
)2
+
(
1− 1
p
)2∑
ν1
χ(pν)∗P (p
ν)
p2ν
(
p ≡ 1 (mod 4)).
Pour calculer ω2, nous observons que les conditions de sommations dans (8·19) im-
pliquent v2(t) = 0. Il y a 2ν−1 nombres impairs dans [1, 2ν ]. Il re´sulte donc de (8·20)
que
(8·23)
ω2 = lim
ν→∞
1
23ν+1
∑
(u,v,x,y)∈(Z/2νZ)4
P (u,v)≡x2+y2 (mod 2ν)
2(u,v)
1 = lim
ν→∞
1
22ν
∑
(u,v)∈(Z/2νZ)2
P (u,v)∈E (mod 2ν)
2(u,v)
1.
Montrons ensuite la formule
(8·24) ω∞ = 12pi vol(RP ).
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Graˆce a` la syme´trie du proble`me, nous pouvons nous restreindre a` e´valuer une inte´grale
sur le premier quadrant x > 0 et y > 0. Il suit
ω∞ = 2 lim
B→∞
1
B logB
∫
D
dudv dtdy
2
√
t2P (u, v)− y2
avec
D :=
{
(u, v, t, y) ∈ R4 : (u, v) ∈ RP
(√
B/t
)
, 0 < y < t
√
P (u, v), 1 < t < B
}
En faisant appel a` la formule (7·9), nous obtenons
(8·25)
ω∞ = 12pi limB→∞
1
B logB
∫ B
1
dt
∫
RP
(√
B/t
) dudv
= 12pi vol(RP ) limB→∞
1
logB
∫ B
1
dt
t
= 12pi vol(RP ).
Nous sommes a` pre´sent en mesure d’effectuer la ve´rification annonce´e. La constante CP
apparaissant dans (8·1) est de´finie en (8·16). Compte tenu de (2·12), (8·10) et (8·14), nous
obtenons la repre´sentation
CP =
pi
16
∏
p
(
1 +
χ(p)
p
)∑
d1
µ(d)χ(d)2r(d)ϕ†(d)W ∗(d;P )
d
=
pi
2
∏
p
cp
ou` l’on a pose´
c2 := 12W
∗
2 (1;P ), cp :=
(
1 +
χ(p)
p
){
W ∗p (1;P )−
r(p)W ∗p (p;P )
4(p+ 1)
}
(p > 2).
Les formules (8·11), (8·12) et (8·14) nous permettent donc de calculer les cp. Nous allons
en fait e´tablir que l’on a
(8·26) cp = ωp (p ∈ P),
ce qui, compte tenu de (8·24), suffira a` prouver (8·17).
Pour p = 2, cela de´coule imme´diatement de (8·23) au vu de (8·12).
Lorsque p ≡ 3mod 4, nous avons r(p) = 0 et donc, d’apre`s (8·14),
cp =
(
1− 1
p2
){
1− 1
p2
+
∑
ν1
χ(pν)∗P (p
ν)
p2ν
}
.
La formule escompte´e re´sulte donc de (8·21).
Lorsque p ≡ 1mod 4, nous avons χ(p) = 1 et r(p) = 8, donc
(8·27)
cp =
(
1− 1
p2
){
1− 1
p2
+
∑
ν1
∗P (p
ν)
p2ν
− 2
p+ 1
∑
ν0
∗P (p
ν+1)
p2ν+2
}
=
(
1− 1
p2
)2
+
(
1− 1
p
)2∑
ν1
∗P (p
ν)
p2ν
= ωp,
d’apre`s (8·22).
Cela ache`ve la preuve de (8·17).
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9. Le cas P = P1P2 : preuve du The´ore`me 1.2
9·1. Pre´sentation
Nous pre´cisons ici le sche´ma de la de´monstration du The´ore`me 1.2.
Supposant que la forme binaire P se de´compose sous la forme P = P1P2 ou` P1 et P2
sont de degre´ 2 et irre´ductibles sur Q[i], nous notons
(9·1) ∆ := |Res(P1, P2)|
le re´sultant de P1 et P2, de sorte que q | pgcd(P1(x), P2(x)) avec x = (m,n) et
pgcd(m,n) = 1 implique q | ∆.
L’e´tude asymptotique de l’expression (2·6) pour NP (B) ne´cessite une estimation des
sommes SP de´finies en (2·5). A` cette fin, pour chaque vecteur x ∈ Z2 tel que (m,n) = 1
et chaque diviseur fixe´ d sans facteur carre´ de P (x) = P1(x)P2(x), nous inse´rons la
formule
r
(P1(x)P2(x)
d
)
=
1
2ω((d,P1(x),P2(x)))
∑
(t1,t2)∈N∗2
t1t2=d
t1|P1(x), t2|P2(x)
r
(P1(x)P2(x)
t1t2
)
.
Lorsque ε ∈ X := {−1, 1}, nous posons, en cohe´rence avec (2·1),
(9·2) RP,ε :=
{
x ∈ R2 : ‖x‖∞ < 1, εP1(x) > 0, εP2(x) > 0
}
.
Rappelant la notation (3·3) pour les ensembles Λ(s;T ), nous de´finissons en outre, pour
tous d, D ∈ N∗2 tels que dj |Dj (j = 1, 2), tout vecteur T := (T1, T2), et tout domaine R
de R2 satisfaisant (H1) et tel que Ti(R) ⊂]0,∞[ (i = 1, 2),
Q∗T (ξ,d,D;R) :=
∑
x∈Λ(D;T )∩R(ξ)
(m,n)=1
r
(T1(x)
d1
)
r
(T2(x)
d2
)
.
En inse´rant alors (2·10) dans (2·6), nous obtenons
(9·3)
NP (B) =
1
25
∑
dB
µ(d)χ(d)
∑
nmin{B/d,B
√
‖P‖/d3/2}
fd(n)
∑
t∈N∗3
t1t2=d, t3|∆
χ(t3)µ(t3)SP1,P2
(√
B
dn
, t
)
,
ou` l’on a pose´
(9·4)
SP1,P2(ξ, t) :=
∑
ε∈X
∑
x∈Λ(t1t3,t2t3;P1,P2)∩RP,ε(ξ)
(m,n)=1
r
(
εP1(x)/t1t3
)
r
(
εP2(x)/t2t3
)
2ω((d,P1(x),P2(x)))
=
∑
ε∈X
∑
kk′|(∆,d)
µ(k′)
2ω(k)
Q∗εP1,εP2
(
ξ, (t1t3, t2t3), ([t1t3, kk′], [t2t3, kk′]);RP,ε
)
.
Une inversion de Mo¨bius permet de disposer de la condition (m,n) = 1 dans la somme
Q∗T (ξ,d,D;RP,ε). Nous pouvons donc nous contenter d’estimer
(9·5) QT (ξ,d,D;R) :=
∑
x∈Λ(D;T )∩R(ξ)
r
(T1(x)
d1
)
r
(T2(x)
d2
)
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ou` R est un domaine de R2 ve´rifiant (H1) et T1, T2 sont des formes binaires quadratiques
irre´ductibles sur Q[i] telles que Tj(R) ⊂]0,∞[ (j = 1, 2).
9·2. Sommes de carre´s localise´es : e´nonce´ des formules asymptotiques
Nous verrons au § 9.4 comment une manipulation de routine sur les re´seaux couple´e a`
un changement de variables permet de re´duire l’estimation de la quantite´ (9·5) a` celle de
(9·6) Q(ξ;T ,R) = QT (ξ, (1, 1), (1, 1);R) =
∑
x∈Z2∩R(ξ)
r
(
T1(x)
)
r
(
T2(x)
)
.
Il s’agit donc de de´montrer le pendant du Lemme 7.1. Par analogie avec les hypothe`ses
(H2) et (H3) conside´re´es au § 5.2, nous introduisons les conditions :
(H ′2) T1 et T2 sont des formes binaires de Z[X,Y ] irre´ductibles sur Q[i]
de degre´ 2 non proportionnelles ;
(H ′3) T1(R) ⊂]0,∞[, T2(R) ⊂]0,∞[.
Nous posons alors, paralle`lement a` (5·3),
(9·7) δT = δT (R) := sup
x∈R
max
j=1,2
∣∣Tj(x)∣∣1/2,
et retenons la notation δ∞(R) de (5·3).
Enfin, pour T = (T1, T2), nous posons ‖T ‖ := max{‖T1‖, ‖T2‖} et rappelons la nota-
tion Eν introduite en (7·3).
Lemme 9.1. Soient ε > 0, κ > 0, J1, J2 ∈ Z[X,Y ] des formes binaires de degre´ 2
irre´ductibles sur Q[i], M ∈M2(Z)∗, q1, q2 ∈ N∗, tels que 2  q1q2 de´tM , et R un domaine
de R2 ve´rifiant (H1). Sous l’hypothe`se que les formes binaires Ti (i = 1, 2) de´finies par
Ti(x) := Ji(Mx)/qi (x ∈ R2) sont a` coefficients entiers et ve´rifient (H ′2) et (H ′3), et sous
les conditions
(9·8) ξ  e
κ(q1+q2) + ‖M‖κ, 1/
√
ξ  σ  ξ3/2, 1/
√
ξ  ϑ  ξ3/2,
δ∞(R)  σ, δT (R)  ϑ, ϑ  ‖T ‖1/4σ,
nous avons
(9·9) Q(ξ;T ,R) = pi2K(T ) vol(R)ξ2 +O
(‖T ‖εξ2(σ + ϑ)2
(log ξ)3/104
)
,
ou` K(T ) :=
∏
pKp(T ) et
K2(T ) := lim
ν→∞ 2
−2ν+2∣∣{x ∈ (Z/2νZ)2 : Ti(x) ∈ Eν (i = 1, 2)}∣∣
Kp(T ) :=
(
1− χ(p)
p
)2 ∑
ν∈N2
χ(pν1+ν2)
T (pν1 , pν2)
p2ν1+2ν2
(p > 2).
De plus, pour tout nombre premier p, nous avons
(9·10) Kp(T ) = lim
ν→∞ p
−4ν∣∣{(x, s, t) ∈ (Z/pνZ)6 : Ti(x) ≡ s2i +t2i (mod pν) (i = 1, 2)}∣∣.
La somme Q(ξ;T ,R) de´nombre les solutions entie`res du syste`me diophantien
(9·11) s2i + t2i = Ti(m,n) (i = 1, 2)
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sous la condition x = (m,n) ∈ R(ξ). Comme dans le cas de la constanteK(T ) apparaissant
dans (7·5), il est possible de montrer que K(T ) est le produit des densite´s p-adiques
associe´es et que la densite´ archime´dienne associe´e est bien e´gale a` pi2 vol(R).
Il est a` noter que le syste`me (9·11) correspond a` l’intersection de deux quadriques dans
l’espace affine de dimension 6. La possibilite´ d’une e´valuation asymptotique du nombre
des solutions entie`res repre´sente donc un progre`s significatif dans les proble`mes de cette
cate´gorie. En effet, a` ce jour, la mise en œuvre de la me´thode du cercle, qui est l’outil
standard pour ce type de re´sultat, ne´cessite trois hypothe`ses supple´mentaires : que les
formes quadratiques soient diagonales, que l’intersection des deux quadriques soit non
singulie`re, et que le nombre total des variables soit au moins e´gal a` 9 — cf. [14].
9·3. Preuve du Lemme 9.1
Comme la structure de la de´monstration est semblable a` celle du Lemme 7.1, nous
omettrons certains de´tails.
Nous commenc¸ons par estimer la constante K(T ).
Lemme 9.2. Dans les hypothe`ses du Lemme 9.1,
K(T ) { log2 (2 + q1q2‖T ‖)}50,
ou` la constante implicite de´pend au plus de ε, κ, J1, J2.
De´monstration. Pour chaque nombre premier impair p, de´signons par Ep(T ) et Fp(T ) les
contributions respectives a` la somme∑
(ν1,ν2)∈N2
χ(pν1+ν2)
T (pν1 , pν2)
p2ν1+2ν2
des couples (ν1, ν2) tels que 1  ν1, ν2  2 et max(ν1, ν2)  3, de sorte que
Kp(T ) =
(
1− χ(p)
p
)2{
1 + Ep(T ) + Fp(T )
}
(p > 2)
Majorons Fp(T ). D’apre`s (3·5), nous pouvons e´crire pour tous entiers ν1  0, ν2  0
T (pν1 , pν2)  min{p2ν1+T2(pν2), p2ν2+T1(pν1)}  5p2ν1+2ν2−max{ν1/2,ν2/2},
donc
Fp(T ) 1/p2,
ou` la constante implicite est absolue.
Rappelons la de´finition des ensembles Λ(s;T ) en (3·3) et posons
Λ∗(s;T ) := {(m,n) ∈ Λ(s;T ) : (m,n, s1s2) = 1}, ∗T (s) :=
∣∣Λ∗(s;T ) ∩ [0, s1s2[2∣∣.
En classant les couples (m,n) compte´s dans T (pν1 , pν2) selon la valeur de
vp
((
m,n, pmax{ν1/2,ν2/2}
))
,
nous obtenons la relation ge´ne´rale
T (pν1 , pν2) =
∑
0kmax{ν1/2,ν2/2}
∗T
(
p(ν1−2k)
+
, p(ν2−2k)
+)
pmk (ν1  1, ν2  1)
ou` l’on a pose´ mk := 2min{ν1, 2k}+ 2min{ν2, 2k}− 2k. En particulier, nous avons
T (pν1 , pν2) = ∗T (p
ν1 , pν2) + p2ν1+2ν2−2 (1  ν1, ν2  2),
le premier terme du membre de droite e´tant nul si p ne divise pas le re´sultant Res(T1, T2).
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Lorsque p  disc(Tj) (j = 1, 2), nous avons, d’apre`s le Lemme 3.2, +Tj (p
ν)  5pν . Enfin,
rappelons que Res(T1, T2) disc(T1) disc(T2) | D∗ ou` D∗ := disc(T1T2). Lorsque p  D∗,
nous obtenons donc
Kp(T ) =
(
1− χ(p)
p
)2(
1 +
∑
ν∈{1,2}
j=1,2
χ(pν)
+Tj (p
ν)
p2ν
+O
( 1
p2
))
= 1 +
∑
j=1,2
χ(p)
+Tj (p)− p
p2
+O
( 1
p2
)
alors qu’une majoration grossie`re a` partir du Lemme 3.2 fournit, pour tout nombre
premier p,
Kp(T )  1 +
42
p
+O
( 1
p2
)
ou` la constante implicite est absolue. Nous concluons en remarquant que +Tj (p) = 
+
Jj
(p)
lorsque p  de´tM . En effet, notant que K2(T )  4, nous obtenons∏
p
Kp(T )
∏
p2D∗ de´tM
Kp(T )
∏
p|D∗ de´tM
(
1 +
42
p
)

∏
p
{
1 +
∑
j=1,2
χ(p)
+Jj (p)− p
p2
+O
( 1
p2
)} ∏
p|D∗ de´tM
(
1 +
50
p
)
J1,J2
∏
p|D∗ de´tM
(
1 +
50
p
)
 {log2
(
2 + q1q2‖T ‖
)}50
,
ou` nous avons utilise´ le Lemme 3.3 pour majorer le premier produit de la deuxie`me ligne
et, pour la dernie`re estimation, pris en compte l’identite´
(de´tM)2 de´tJi = q4i de´tTi (i = 1, 2). unionsq
Nous pouvons dore´navant supposer
(9·12) ‖T ‖  (log ξ)1/ε.
En effet, lorsque cette condition n’est pas re´alise´e, il re´sulte du Lemme 9.2 que le terme
principal de (9·9) peut eˆtre absorbe´ par le terme re´siduel. La formule (9·9) de´coule alors
trivialement de la majoration
(9·13) Q(ξ;T ,R) ‖T ‖ε/2σ2ξ2
issue du The´ore`me 4.2 et du Lemme 4.3.
La re´duction (9·12) e´tant ope´re´e, un second indispensable pre´alable a` la preuve du Lem-
me 9.1 consiste a` e´tablir un re´sultat de niveau de re´partition analogue au Lemme 5.2. Il
s’agit donc de majorer, pour y = (y1, y2) ∈ [2,∞[2 et ξ assez grand,
Φ(ξ,y;T ,σ,ϑ) :=
∑
1tjyj (j=1,2)
2  t1t2
sup
R
∣∣∣∣|Λ(t;T ) ∩ R†(ξ)|− vol(R)ξ2 T (t)2t21t22
∣∣∣∣ ,
ou` le supremum est pris sur l’ensemble des parties convexes R de R2 telles que δ∞(R)  σ,
δT (R)  ϑ, et dont la longueur de la frontie`re est  σ.
Nous nous contentons d’e´noncer le re´sultat que nous utiliserons. Il est a` noter a` ce stade
que, contrairement a` la situation conside´re´e au Lemme 7.1, un facteur supple´mentaire
 (log ξ)O(1) est ici acceptable dans le majorant. Le lecteur pourra se reporter a` [25] ou`
est e´tablie une version faible, non uniforme dans les coefficients de T , d’un re´sultat de
meˆme nature.
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Lemme 9.3. Soient ε > 0, κ > 0, J1, J2 ∈ Z[X,Y ] deux formes binaires irre´ductibles
sur Q de degre´ 2, M ∈ M2(Z)∗, q1, q2 ∈ N∗, et R un domaine de R2 ve´rifiant
(H1). Sous l’hypothe`se que les formes binaires T1, T2 de´finies par Ti(x) = Ji(Mx)/qi
(x ∈ R2, i = 1, 2) sont a` coefficients entiers et ve´rifient (H ′2) et (H ′3) et sous les conditions
(9·14) y1, y2  2, ξ  e
κ(q1+q2) + ‖M‖κ,
1/
√
ξ  σ  ξ3/2, 1/
√
ξ  ϑ  ξ3/2, ϑ  ‖T ‖1/4σ,
nous avons
(9·15) Φ(ξ,y;T ,σ,ϑ) ‖T ‖ε(log ξ)2{σξ√y1y2 + y1y2}.
La constante implicite dans (9·15) de´pend au plus de κ, ε, J1, J2.
Supposant cette majoration acquise, nous commenc¸ons par re´duire l’e´tude au cas ou`
m impair et T1 et T2 satisfont Tj(x) ≡ m2 (mod 4) (j = 1, 2) : ces conditions impliquent
Tj(x) ≡ 1 (mod 4) pour tous les vecteurs x apparaissant dans la sommation.
En scindant la sommation selon les valeurs de v2((m,n)) et v2(Tj(x)) et en faisant
syste´matiquement usage de la relation r(2n) = r(n), nous obtenons
(9·16) Q(ξ;T ,R) =
∑
j0
Q1
(
ξ/2j ;T ,R
)
ou` l’on a pose´
Q1(ξ;T ,R) :=
∑
x∈Z2∩R(ξ)
2(m,n)
r(T1(x))r(T2(x)) =
∑
(k1,k2)∈N2
∑
x∈Z2∩R(ξ)
2(m,n)
v2(Ti(x))=ki (i=1,2)
r(T1(x))r(T2(x)).
Notons, a` fins de re´fe´rence ulte´rieure, que les conditions arithme´tiques de la somme
inte´rieure s’e´crivent encore
(9·17) 2  (m,n), Ti(x) ≡ 2ki (mod 2ki+2) (i = 1, 2).
Pour k = (k1, k2) ∈ N2, de´signons par Wk l’ensemble des solutions dans {1} ×
Z/2k1+k2+2Z du syste`me
Ti(x) ≡ 2ki (mod 2ki+2) (i = 1, 2),
identifie´ avec une famille de repre´sentants dans {1}×[0, 2k1+k2+2[. L’ensemble des solutions
x = (m,n) de (9·17) ou` m est impair co¨ıncide donc avec l’ensemble des vecteurs x
satisfaisant a` x ≡ mα (mod 2k1+k2+2) lorsque α de´crit Wk.
Syme´triquement, de´signons par Zk l’ensemble des solutions dans Z/2k1+k2+2Z × {1}
du syste`me Ti(X, 1) ≡ 2ki (mod 2ki+2) (i = 1, 2) telles que X ≡ 0 (mod 2), identifie´
avec une famille de repre´sentants dans [0, 2k1+k2+2[. Alors l’ensemble des solutions
x = (m,n) de (9·17) ou` m est pair co¨ıncide avec l’ensemble des vecteurs x ve´rifiant
x ≡ nα (mod 2k1+k2+2) ou` n est impair et α de´crit Zk.
Pour chaque vecteur k ∈ N2, nous introduisons, a` l’image de (7·15), les matrices
(9·18) Uα,k :=

(
1 0
β 2k1+k2+2
)
si α = (1,β) ∈Wk(
β 2k1+k2+2
1 0
)
si α = (β, 1) ∈ Zk,
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et les formes binaires de´finies par
Ti,α,k(x) := Ti
(
Uα,kx
)
/2ki
(
x ∈ Z2, i = 1, 2).
Des manipulations identiques a` celles qui conduisent a` (7·21) permettent d’e´crire
(9·19) Q1(ξ;T ,R) =
∑
k∈N2
∑
α∈Wk∪Zk
Q2
(
ξ;Tα,k,Rαk
)
,
avec
(9·20) Rα,k := {x ∈ R2 : Uα,kx ∈ R}, Q2(ξ;T ,R) :=
∑
x∈Z2∩R(ξ)
m≡1mod 2
r(T1(x))r(T2(x)).
La deuxie`me e´tape consiste a` appliquer (7·28) pour de´composer r(T1,α,k(x)) avec les
choix
I1 := [1, y], I2 :=]y,ϑ2ξ2/y], I3 :=]ϑ2ξ2/y,∞[, y = y1 := ϑξ/(log ξ)6
puis pour de´composer r(T2,α,k(x)) avec a` pre´sent y = y2 := ϑξ de sorte que I2 = ∅.
L’analogue de la formule (7·29) s’e´crit
(9·21) Q1(ξ;T ,R) =
∑
1j3
∑
h∈{1,3}
Q1jh(ξ;T ,R),
avec pour (j, h) ∈ {1, 2, 3}× {1, 3},
(9·22) Q1jh(ξ;T ,R) = 2
4
∑
k∈N2
∑
α∈Wk∪Zk
∑
x∈Rα,k(ξ)∩Z2
rj(T1,α,k(x))rh(T2,α,k(x))
Lorsque j = 2, ces sommes sont estime´es graˆce au Lemme 9.3. Nous omettons les de´tails,
qui sont standard.
Il reste a` majorer
Q12(ξ;T ,R) :=
∑
h∈{1,3}
Q12h(ξ;T ,R)
= 24
∑
x∈R(ξ)∩Z2
2(m,n)
r(T2(x))
∑
t1|T1(x)
t1∈I2
χ(t1).
Nous proce´dons comme pour (7·42), mais les de´tails sont beaucoup plus simples car il
n’est pas ne´cessaire ici d’introduire l’analogue des fonctions Υ.
Dans l’ide´e d’appliquer l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz, nous observons qu’en vertu du
The´ore`me 4.2, du Lemme 4.3 et du The´ore`me 4.4, nous avons∑
x∈R(ξ)∩Z2
r(T2(x))∆(T1(x),χ)2  ‖T ‖εσ2ξ2EJ1,J2(σξ;∆(·,χ), r)
 ‖T ‖εσ2ξ2EJ1(σξ;∆(·,χ))EJ2(σξ; r) ‖T ‖εσ2ξ2L(σξ)α
ou` α ne de´pend que de J1. Nous avons utilise´ ici (3·12) sous la forme EJ2(σξ, r) 1.
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Posons alors
(9·23) B1(ξ) :=
{
x ∈ R(ξ) ∩ Z2 : ∃ d | T1(x) : ϑξ/(log ξ)6 < d  ϑξ(log ξ)6
}
,
et
B1(ξ) :=
∑
x∈B1(ξ)
r(T2(x)).
Cette quantite´ est analogue a` (7·39), le terme r(T2(x)) e´tant borne´ en moyenne. L’ine´galite´
de Cauchy-Schwarz fournit
(9·24)
Q12(ξ;T ,R)2 
(
log2 ξ
∑
x∈B1(ξ)
r(T2(x))∆(T1(x),χ)
)2
 (log2 ξ)2B1(ξ)‖T ‖εσ2ξ2L(σξ)α,
Nous allons majorer B1(ξ) en faisant appel au The´ore`me 4.2. Soit δ = δ(κ) ∈]0, 1[ tel
que ‖T‖δ  c0σξ, ou` c0 est la constante apparaissant dans (4·6). Supposons alors, sans
perte de ge´ne´ralite´, que ε  δ/4000, fixons z = z(ε) > 3 tel que (log 2)/ log z < ε et
rappelons la de´finition (7·43) de Ωz(n).
Soit η ∈]0, 1[. La contribution B11 a` B1(ξ) des vecteurs x tels que Ωz(T1(x)) >
(1 + η) log2 ξ n’exce`de pas
(9·25)
∑
x∈R(ξ)∩Z2
r(T2(x))(1 + η)Ωz(T1(x))−(1+η) log2 ξ
 ‖T ‖
εσ2ξ2EJ1(2σξ; y
Ωz)EJ2(2σξ; r)
(log ξ)(1+η) log(1+η)
 ‖T ‖
εσ2ξ2
(log ξ)Q(1+η)
·
Par ailleurs, en appliquant un analogue ade´quat de (5·24), nous obtenons que la
contribution B12 a` B1(ξ) des vecteurs x tels que T1(x)  ϑ2ξ2/(log ξ)2 satisfait
(9·26) B12  ‖T ‖
εσ2ξ2√
log ξ
·
Tous les vecteurs x compte´s dans la contribution comple´mentaire B13 sont tels que T1(x)
posse`de un diviseur t tel que
Ωz(t)  12 (1 + η) log2 ξ, ϑξ/(log ξ)
8 < t  ϑξ(log ξ)6.
En effet, si d de´signe le diviseur de T1(x) apparaissant dans (9·23), ces conditions sont
satisfaites pour t = d ou t := T1(x)/d. Il s’ensuit que
B13 
∑
ϑξ/(log ξ)8<tϑξ(log ξ)6
Ωz(t) 12 (1+η) log2 ξ
∑
x∈R(ξ)∩Z2
t|T1(x)
r(T2(x))
L’analogue de (5·8) s’e´crit
Λ(t;T1) =
⊔
b|ψ1(t)
bΛ∗(tb;T1) ⊂
⋃
b|ψ1(t)
⋃
A∈UT1 (tb)
bAtb
avec tb := t/(t, b2) et
(9·27) ψ1(t) :=
∏
pν‖t
pν/2.
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Les ensembles Atb sont des re´seaux de de´terminant tb et |UT1(tb)| = ∗T1(tb)/ϕ(tb). De
plus, nous avons
+T1(t)
t2
=
∑
b|ψ1(t)
∗T1(tb)
b2ϕ(tb)tb
·
Conside´rons l’un quelconque des re´seaux As avec s = tb, de base minimale (vs,ws)
choisie de sorte que ‖vs‖  ‖ws‖ et ‖vs‖ ‖ws‖ 	 s. En raisonnant comme pour (5·13),
nous obtenons
(9·28)
∑
x∈R(ξ)∩As
r(T2(x))
∑
λ12σξ/b‖vs‖
λ22σξ/b‖ws‖
r(T2(λ1vs + λ2ws)).
Si b‖ws‖  (σξ)1−ε, nous sommes en mesure d’appliquer le The´ore`me 4.2 avec F1 = 1,
F2 = r, pour estimer la dernie`re somme. Nous obtenons ainsi∑
x∈R(ξ)∩As
r(T2(x)) ‖T ‖ε/2σ
2ξ2
b2s
.
La contribution globale de tels couples (b, t) a` la somme B13 est donc
(9·29)
 ‖T ‖ε/2σ2ξ2
∑
ϑξ/(log ξ)8<tϑξ(log ξ)6
Ωz(t) 12 (1+η) log2 ξ
∑
b|ψ1(t)
∗T1(tb)
b2ϕ(tb)tb
 ‖T ‖ε/2σ2ξ2
∑
ϑξ/(log ξ)8<tϑξ(log ξ)6
+T1(t)
t2
(1 + η
2
)Ωz(t)− 12 (1+η) log2 ξ
 ‖T ‖
εσ2ξ2(log2 ξ)
(log ξ)Q((1+η)/2)
·
Si b‖ws‖ > (σξ)1−ε, alors
‖vs‖  s‖ws‖ 
ϑξ(log ξ)6
(σξ)1−ε
 ‖T ‖1/4(σξ)ε(log ξ)6  ‖T ‖1/4(σξ)2ε.
La contribution globale de tels couples (b, t) a` la somme B13 est donc
(9·30)  ‖T ‖ε/2(σξ)1+ε
∑
‖v‖‖T‖1/4(σξ)2ε
F (T1(v))
‖v‖
ou` F est la fonction multiplicative de´finie par
F (n) :=
∑
t|n
∑
b|ψ1(t)
∗T1(tb)
ϕ(tb)
(n  1).
Un calcul standard permet de de´duire des majorations du Lemme 3.2 que
F (n) n1/2+ε (n  1).
Nous en de´duisons que∑
‖v‖‖T‖1/4(σξ)2ε
F (T1(v))
‖v‖ 
∑
‖v‖‖T‖1/4(σξ)2ε
‖T ‖1/2+ε‖v‖1+4ε
‖T ‖5/4+2ε(σξ)2ε(3+2ε)  (σξ)7ε,
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ou` la dernie`re estimation de´coule de (9·12) et ou` nous avons suppose´ sans perte de
ge´ne´ralite´ que ε  1/5.
En reportant dans (9·29) puis dans (9·30), nous obtenons
B13  ‖T ‖
εσ2ξ2 log2 ξ
(log ξ)Q((1+η)/2)
·
En tenant compte de (9·25) et (9·26), nous obtenons finalement que la majoration
suivante est valable pour tout η ∈]0, 1[ :
(9·31) B1(ξ) ‖T ‖
ε(σ + ϑ)2ξ2 log2 ξ
(log ξ)min{Q(1+η),Q((1+η)/2),1/2}
,
d’ou`, en reportant dans (9·24),
Q12(ξ;T ,R) ‖T ‖
ε(σ + ϑ)2ξ2
(log ξ)δ
de`s que δ < max0<η<1min{14 , 12Q(12 (1 + η)), 12Q(1 + η)}. Pour η = 0, 359, nous obtenons
δ > 0, 0289 > 3/104.
Cela ache`ve la preuve du Lemme 9.1.
9·4. Estimation asymptotique de NP (B) lorsque P = P1P2
Nous allons e´tablir ici la formule asymptotique
(9·32) NP (B) =
{
CP vol(RP ) +O
( 1
(logB)1/70
)}
B logB (B →∞),
ou` CP est une constante inde´pendante de H et RP est de´fini par (2·1). La preuve repose
sur les manipulations semblables a` celles qui ont e´te´ effectue´es au § 8 pour e´tablir (8·1).
Conforme´ment a` ce qui a e´te´ annonce´ au § 9.2, nous commenc¸ons par de´duire du
Lemme 9.1 une estimation ge´ne´rale pour la quantite´ QT (ξ,d,D;R) introduite en (9·5)
lorsque T = (T1, T2) est un couple de formes quadratiques irre´ductibles sur Q[i],
D = (D1,D2) ∈ N∗2 et d = (d1, d2) ∈ N∗2 avec dj |Dj (j = 1, 2).
Dans ce contexte, l’e´quivalent de (5·8) pour Λ(d;T ) s’e´crit
(9·33) Λ(D;T ) =
⊔
b|ψ1([D1,D2])
bΛ∗(Db;T )
ou` ψ1 est la fonction de´finie en (9·27) et ou` l’on a pose´
Db = (D1,b,D2,b), D1,b :=
D1
(D1, b2)
, D2,b :=
D2
(D2, b2)
.
Il s’agit maintenant de de´crire les ensembles Λ∗(s;T ) (s = (s1, s2) ∈ N∗2) en termes
de re´seaux. L’analyse est semblable a` celle qui a e´te´ conduite au § 5.1 pour Λ∗(s;T ).
Dans Λ∗(s;T ), nous de´finissons une relation d’e´quivalence en convenant que x ∼ y si, et
seulement si, il existe λ ∈ Z tel que
y ≡ λx (mod s1s2),
et nous notons que cela implique (λ, s1s2) = 1. L’ensemble UT (s) des classes d’e´quivalence
induit donc une partition de Λ∗(s;T ). Pour tout A ∈ UT (s) et tout x ∈ A, nous avons
A =
{
y ∈ Λ∗(s;T ) : ∃λ ∈ Z, (λ, s1s2) = 1, y ≡ λx (mod s1s2)
}
.
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Comme λ est de´termine´ modulo s1s2 de manie`re unique par y, nous avons
∣∣A∩[0, s1s2[2∣∣ =
ϕ(s1s2), d’ou`
(9·34) |UT (s1, s2)| = ∗T (s1s2)/ϕ(s1s2).
De plus, pour toute classe A de UT (s), tout diviseur t de s1s2, et tout x de A, l’ensemble
At :=
{
y ∈ Z2 : ∃λ ∈ Z, y ≡ λx (mod t)}
est un sous-re´seau de Z2 de rang 2 et de de´terminant t, dont la de´finition ne de´pend pas
du choix de x dans A.
Par analogie a` (2·8), nous posons, pour  ∈ N∗, j = 1, 2,
(9·35) dj, := dj/(dj , 2), 1 :=
∏
pν‖,p>2
pν , Tj,(u, v) := 21Tj(u, v)/(dj , 
2).
Lorsque ξ  0, A ∈ UT (D), b ∈ N∗, e | d1,bd2,b, nous posons
Gd(ξ,d,D,A; e, b) :=
∑
x∈eAD1,bD2,b/e∩R(ξ/b)
r
(T1,b(x)
d1,b
)
r
(T2,b(x)
d2,b
)
.
Notant Tb := (T1,b, T2,b), nous pouvons e´crire
QT (ξ,d,D;R) =
∑
b|ψ1([D1,D2])
∑
x∈Λ∗(Db;Tb)∩R(ξ/b)
r
(T1,b(x)
d1,b
)
r
(T2,b(x)
d2,b
)
=
∑
b|ψ1([D1,D2])
∑
A∈UT (Db)
∑
e|D1,bD2,b
µ(e)Gd(ξ,d,D,A; e, b).
De la meˆme manie`re que dans le cas T irre´ductible, nous introduisons quelques notations
afin d’appliquer le Lemme 9.1.
Pour chaque b|ψ1([D1,D2]) et chaque re´seau A ∈ UT (Db), nous de´finissons une
application line´aire E telle que E(Z2) = eAD1,bD2,b/e. Posant RE := {x ∈ R2 : Ex ∈ R/b},
nous avons donc
vol(RE) =
vol(R)
b2 de´tE
=
vol(R)
b2D1,bD2,be
·
Introduisant les formes binaires de´finies par Mj,E(v) = Tj,b(Ev)/dj,b (v ∈ Z2, j = 1, 2),
nous pouvons e´crire, avec la notation (9·6),
G (ξ,d,D,A; e, b) =
∑
v∈Z2∩R
E
(ξ)
r(M1,E(v))r(M2,E(v)) = Q(ξ;M1,E ,M2,E ,RE).
Notant ME := (M1,E ,M2,E), nous avons alors, avec la notation (9·7),
δME (R

E) = sup
x∈R
max
j=1,2
{|Tj(x)|1/2/dj} := ϑd  δT (R).
Le Lemme 9.1 fournit
G (ξ,d,D,A; e, b) =
pi2KE vol(R)ξ2
b2D1,bD2,be
+O
(
(‖T ‖D1D2)ε ξ
2(σT /b+ ϑd)2
(log ξ)3/104
)
,
ou` KE := K(ME) =
∏
pKp(ME).
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Il reste a` poser
W (d,D,T ) :=
∑
b|ψ1([D1,D2])
∑
A∈UT (D1,b,D2,b)
∑
e|D1,bD2,b
KEµ(e)
b2D1,bD2,be
(ou` la de´pendance en d est implicite dans KE) et
n(D;T ) :=
∑
b|ψ1([D1,D2])
∑
A∈UT (D1,b,D2,b)
∑
e|D1,bD2,b
µ(e)2
=
∑
b|ψ1([D1,D2])
∗T1,T2(D1,b,D2,b)
ϕ(D1,bD2,b)
2ω(D1,bD2,b) T (D1D2)ε
pour obtenir
QT (ξ,d,D;R) =pi2 vol(R)W (d,D,T )ξ2 +O
(
n(D;T )(‖T ‖D1D2)ε ξ
2(σT + ϑ)2
(log ξ)3/104
)
.
Paralle`lement a` (8·4), nous obtenons
W (d,D,T ) =
∏
p
Wp(d,D,T )
avec
W2(d,D,T ) := lim
ν→∞
1
22ν−2
∑
x∈(Z/2νZ)2
Ti(x)∈diEν (i=1,2)
1.
et
Wp(d,D,T ) := lim
ν→∞
1
p3ν+vp(d1d2)
∑
(x,s,t)∈(Z/pνZ)4
Ti(x)≡pvp(di)(s2i+t2i ) (mod pν)
Ti(x)≡0 (mod pvp(Di))
1
=
(
1− χ(p)
p
)2 ∑
ν∈N2
χ(pν1+ν2)
T (pN1 , pN2)
p2N1+2N2
(p > 2)
ou` l’on a pose´ dans la sommation
(9·36) Ni := max{vp(Di), νi + vp(di)}.
Notant d := (d1,, d2,), nous avons
Q∗T (ξ,d,D;R) =
∑
∈N∗
µ()Q(ξ/,d,D;T,R),
de sorte que, pour R fixe´, nous pouvons e´crire
Q∗T (ξ,d,D;R) =pi2 vol(R)W ∗(d,D;T )ξ2 +O
(
(d1d2)εξ2
(log ξ)3/104
)
,
avec
W ∗(d,D;T ) =
∑
∈N∗
µ()
2
W (d,D;T).
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Paralle`lement a` (8·10), nous pouvons repre´senter W ∗(d,D;T ) sous forme d’un produit
eule´rien, soit
(9·37) W ∗(d,D;T ) =
∏
p
W ∗p (d,D;T )
avec(5)
W ∗2 (d,D;T ) := lim
ν→∞
1
22ν−2
∑
x∈(Z/2νZ)2
Ti(x)∈diEν (i=1,2)
2(x1,x2)
1
et
W ∗p (d,D;T ) = lim
ν→∞
1
p3ν+vp(d1d2)
∑
(x,s,t)∈(Z/pνZ)4
Ti(x)≡pvp(di)(s2i+t2i ) (mod pν)
Ti(x)≡0 (mod pvp(Di)), p(x1,x2)
1 (p > 2).
Conservant la notation (9·36), nous avons
(9·38) W ∗p (d,D;T ) =
(
1− χ(p)
p
)2 ∑
ν∈N2
χ(pν1+ν2)
∗T (p
N1 , pN2)
p2N1+2N2 (p > 2, vp(D1D2)  1).
Lorsque vp(D1D2) = 0, cette formule reste valable quitte a` y remplacer le terme
correspondant a` ν = 0 par 1− 1/p2.
Nous obtenons enfin en reportant dans (9·4), pour t = (t1, t2, t3) ∈ N∗3,
(9·39) SP1,P2(ξ, t) =pi2
∑
ε∈X
vol(RP,ε)W †(t, ε)ξ2 +O
(
(t1t2t3)εξ2
(log ξ)3/104
)
,
ou` nous avons pose´, avec la notation (9·1),
(9·40) W †(t, ε) :=
∑
kk′|(∆,t1t2)
µ(k′)
2ω(k)
W ∗((t1t3, t2t3), ([t1t3, kk′], [t2t3, kk′]); εP1, εP2).
Pour sommer sur t, nous introduisons, comme en (8·15), un parame`tre de troncature D.
Le terme re´siduel sera estime´ a` l’aide d’une majoration de SP1,P2(ξ, t) lorsque t1t2 > D
— rappelons que dans ce contexte la variable t3 demeure borne´e, cf. (9·3).
Lemme 9.4. Soient T1, T2 ∈ Z[X,Y ] deux formes binaires de degre´ 2, irre´ductibles sur
Q[i], non proportionnelles, et soit ε > 0. Sous les conditions ξ  1, t1, t2, t3  1 tels que
t3 | Res(T1, T2), µ2(t3)µ2(t1t2) = 1, nous avons
ST1,T2(ξ, t) (t1t2)ε
( ξ2
t1t2
+ ξ1+ε
)
.(9·41)
Nous omettons la de´monstration qui est semblable a` celle du Lemme 6.1.
De la meˆme manie`re qu’en (8·15), nous pouvons montrer que, dans la somme (9·3), la
contribution a` NP (B) des triplets t tels que t1t2 > D est
 B logB
D1−ε/2
,
5. Rappelons la de´finition des ensembles Eν en (7·3).
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pourvu que D 
√
logB. Nous reportons alors l’estimation (9·39) pour SP1,P2(ξ, t)
dans (9·3). La contribution du terme d’erreur est
 B(logB)1−3/104D1+ε.
Le choix D = (logB)3/208 fournit des termes d’erreur acceptables, l’exposant 1/70
apparaissant dans la formule (9·32) est < 3/208.
Graˆce au Lemme 2.2, nous obtenons que le terme principal vaut
pi2B
25
∑
ε∈X
vol(RP,ε)
∑
dD
µ(d)χ(d)
d
∑
t∈N∗3
d=t1t2, t3|∆
χ(t3)µ(t3)W †(t, ε)
∑
nmin
{
B/d,B
√
‖P‖/d3/2
}fd(n)n
=
piB
25
∑
ε∈X
vol (RP,ε)
∑
dD
µ(d)r(d)ϕ†(d)
d
∑
t∈N∗3
d=t1t2, t3|∆
χ(t3)µ(t3)W †(t, ε)
{
logB +O(log 2d)
}
= vol(RP )B logB
{
CP +O(1/D1−ε)
}
avec
(9·42) CP := pi25
∑
ε∈X
vol(RP,ε)
vol(RP )
∑
d1
µ(d)r(d)ϕ†(d)
d
∑
t∈N∗3
d=t1t2, t3|∆
χ(t3)µ(t3)W †(t, ε).
9·5. Validation de la conjecture de Peyre
Nous nous proposons ici d’e´tablir la formule
(9·43) CP vol(RP ) = CH(V )
en utilisant la me´thode de´veloppe´e dans [5].
Il de´coule de la proposition 2 de [11] que l’ensemble des classes d’isomorphismes de
torseurs versels au-dessus de V ayant au moins un point rationnel est fini. Cela induit une
partition canonique finie de l’ensemble des points rationnels de V , indexe´e par toute famille
de repre´sentants de ces classes d’isomorphismes. La constante de Peyre s’exprime alors
naturellement comme somme des constantes asymptotiques de proportionnalite´ relatives
aux diverses contributions des e´le´ments de la partition — cf. la proposition 4.9 de [5] dans
le cas d’un polynoˆme scinde´.
Le re´sultant ∆ e´tant de´fini par (9·1), nous posons
∆1 :=
∏
p|∆
p≡1 (mod 4)
p, ∆3 :=
∏
p|∆
p≡3 (mod 4)
p.
Lorsque y2 + z2 = t2P1(u, v)P2(u, v) et (u, v) = (y, z, t) = 1, il existe un unique signe
ε ∈ X et un unique entier naturel m3 | ∆3 tels que
(9·44) εPi(u, v) > 0, 2 | vp(εPi(u, v)/m3)
(
p ≡ 3(mod 4), i ∈ {1, 2}).
On peut associer bijectivement a` chaque couple (ε,m3) un torseur versel T(ε,m3) sur
V de telle manie`re que les T(ε,m3) (ε ∈ X, m3|∆3) constituent dans leur ensemble un
syste`me complet de repre´sentants des classes d’isomorphismes mentionne´es plus haut.
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Les conditions (9·44) correspondent alors aux diffe´rents e´le´ments de la partition induite,
disons
(9·45) V (Q) =
⊔
(ε,m3)
V(ε,m3)(Q),
de l’ensemble des points rationnels de V . Les calculs ne´cessaires a` la ve´rification de ces
assertions ayant e´te´ formalise´s, dans le cas ou` P est scinde´, aux propositions 4.6 et 4.9
de [5], nous omettons les de´tails supple´mentaires.
Supposons l’absence d’obstruction de Brauer–Manin pour la surface V . D’apre`s un
re´sultat e´tabli dans [10], nous savons alors que, si V a des points dans chaque comple´te´
de Q, alors il existe un torseur T(ε,m3) tel qu’il en soit de meˆme pour T(ε,m3). Or les
torseurs T(ε,m3)(Q) ve´rifient le principe de Hasse. Cela e´tablit, sous l’hypothe`se pre´ce´dente,
l’existence d’un point rationnel de T(ε,m3)(Q) et donc de V(ε,m3)(Q) et de V .
Le facteur de Batyrev–Tschinkel β(V ) apparaissant dans la conjecture de Peyre — voir
[28], p. 335 — vaut ici(6)
β(V ) =
∣∣ coker (Br(Q)→ Br(V ))∣∣ = 2.
Comme dans [5],(7) nous e´crivons CH(V )/β(V ) comme somme des mesures de Tama-
gawa(8) des e´le´ments de la partition (9·45), d’ou`
(9·46) CH(V ) = 2
∑
ε∈X
m3|∆3
ωH
(
V(ε,m3)(Q)
)
.
Par de´finition de la mesure de Tamagawa, nous avons
ωH
(
V(ε,m3)(Q)
)
= ω∞(ε,m3)
∏
p
ωp(ε,m3) (ε ∈ X, m3|∆3),
ou` ω∞(ε,m3) et ωp(ε,m3) sont les densite´s archime´dienne et p-adique associe´es a` la partie
V(ε,m3)(Q) de V (Q). Cette formule illustre le fait que V(ε,m3)(Q) ve´rifie le principe de
Hasse.
Lorsque p  2∆3, nous avons
ωp(ε,m3) = ωp
ou` ωp est de´fini en (8·19) et calcule´ en (8·21) et (8·22).
Lorsque p|2∆3, nous avons
ωp(ε,m3) = lim
ν→∞
1
p4ν
∑
(u,v,x,y,t)∈(Z/pνZ)5
P (u,v)t2≡x2+y2 (mod pν)
p(u,v), p(x,y,t)
2|vp(Pi(u,v))−µ3
1.
Les relations (9·44) impliquent que Pi(u, v)/εm3 s’e´crit comme somme de deux carre´s. La
condition Pi(u, v) ∈ εm3Eν (mod 2ν) (i = 1, 2) est donc remplie pour tout ν ∈ N, et nous
obtenons
ω2(ε,m3) = lim
ν→∞
1
24ν
∑
(u,v,x,y,t)∈(Z/2νZ)5
P (u,v)t2≡x2+y2 (mod 2ν)
2(u,v), 2(x,y,t)
Pi(u,v)∈εm3Eν
1 = lim
ν→∞
1
22ν
∑
(u,v)∈(Z/2νZ)2
Pi(u,v)∈εm3Eν (i=1,2)
2(u,v)
1,
ou` nous avons utilise´ les conditions 2  t et (8·20).
6. Voir la proposition 5.1 de [10].
7. Voir p. 6 de ce travail.
8. Voir notamment la de´finition 4.6 de [28].
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Enfin, comme dans le cas de (8·25), nous avons
ω∞(ε,m3) = 12pi vol(RP,ε).
Pour ve´rifier la relation (9·43), nous commenc¸ons par effectuer la factorisation t3 =
m1m3 avec m1 | ∆1 et m3 | ∆3. En reportant dans (9·42), nous obtenons alors une
de´composition de la forme
(9·47) CP vol(RP ) =
∑
ε∈X
m3|∆3
CP (ε,m3) vol(RP,ε).
Le proble`me est donc re´duit a` la ve´rification des e´galite´s
CP (ε,m3) vol(RP,ε) = 2ωH(T (ε,m3)) (ε ∈ X, m3|∆3).
Pour calculer CP (ε,m3), nous introduisons ensuite les fonctions arithme´tiques
V1(t1, t2,m1) :=
∑
kk′|(∆,t1t2)
µ(k′)
2ω(k)
∏
p≡1 (mod 4)
W ∗p
(
(t1m1, t2m1), ([t1m1, kk′], [t2m1, kk′]);P1, P2
)
,
V2(ε,m3) := 14W
∗
2
(
(m3,m3), (m3,m3); εP1, εP2
)
,
V3(m3) : =
∏
p≡3 (mod 4)
W ∗p
(
(m3,m3), (m3,m3);P1, P2
)
,
de sorte que, avec la notation (9·40), nous avons identiquement, pour t = (t1, t2),
1
4W
†(t, ε) = V1(t1, t2,m1)V3(m3)V2(ε,m3).
(Nous avons exploite´ ici le fait que les facteurs p-adiques W ∗p apparaissant dans (9·37) ne
de´pendent pas de ε lorsque p > 2.) Il suit
(9·48) CP (ε,m3) = 12piV3(m3)V2(ε,m3)
∑
d1
µ(d)r(d)ϕ†(d)
4d
∑
t∈N∗3
d=t1t2,m1|∆1
µ(m1)V1(t1, t2,m1).
Notons que le facteur 12 peut eˆtre interpre´te´ comme un produit eule´rien. En effet,
d’apre`s (2·12), nous avons
(9·49)
∏
p
1 + χ(p)/p
1− χ(p)/p =
∏
p>2
(1 + χ(p)/p)2
1− 1/p2 =
3
4
pi2
6
( 2
pi
)2
=
1
2
·
Posons encore
(9·50) c2(ε,m3) := V2(ε,m3) = lim
ν→∞
1
22ν
∑
(u,v)∈(Z/2νZ)2
Pi(u,v)∈εm3Eν (i=1,2)
2(u,v)
1,
et, lorsque p est impair,
(9·51)
cp(ε,m3) :=
1 + χ(p)/p
1− χ(p)/p
∑
0δ1
(
− r(p)
4(p+ 1)
)δ ∑
(δ1,δ2)∈N2
µ1min{1,vp(∆1)}
δ1+δ2=δ
(−χ(p))µ1
∑
κ,κ′0
κ+κ′min{δ,vp(∆1)}
(−1)κ′
2κ
W ∗p ((p
n′1 , pn
′
2), (pn1 , pn2);P1, P2),
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avec
ni := max{κ+ κ′, n′i}, n′i := δi + µ1 + µ3 (i = 1, 2), µj := vp(mj) (j = 1, 3).
En exprimant la somme du membre de droite de (9·48) sous forme de produit eule´rien
et en utilisant (9·49), (9·50) et (9·51), nous obtenons
CP (ε,m3) = pi
∏
p
cp(ε,m3).
Graˆce a` (9·38), nous pouvons e´crire
(9·52)
cp(ε,m3)
1− 1/p2 =
∑
0δ1
(
− r(p)
4(p+ 1)
)δ ∑
(δ1,δ2)∈N2
µ1min{1,vp(∆1)}
δ1+δ2=δ
(−χ(p))µ1fp(δ1, δ2, µ1, µ3),
ou`
fp(δ1, δ2, µ1, µ3) :=
∑
ν∈N2
∑
κ,κ′0
κ+κ′min{δ,vp(∆1)}
(−1)κ′
2κ
∗P1,P2(p
N1 , pN2)
p2(N1+N2)
,
avec
Ni := max{κ+ κ′, νi + δi + µ1 + µ3} (i = 1, 2).
Posons enfin
†P1,P2(p
ν1 , pν2) :=
1
p2ν1+2ν2+2
∣∣{x ∈ Z/pν1+ν2+1Z : pνi ‖ Pi(x), p  (x1, x2)}∣∣,
†P (p
ν) :=
1
p2ν+2
∣∣{x ∈ Z/pν+1Z : pν ‖ P (x), p  (x1, x2)}∣∣.
Lorsque p ≡ 1mod 4, et donc µ3 = 0, nous commenc¸ons par re´e´crire fp(δ1, δ2, µ1, 0)
sous la forme
fp(δ1, δ2, µ1, 0) =
∑
κ,κ′0
κ+κ′min{δ,vp(∆1)}
(−1)κ′
2κ
∑
ν∈N2
κ′+κN ′i
(ν1 + 1)(ν2 + 1)
†
P1,P2
(pN
′
1 , pN
′
2)
avec N ′i := νi + δi + µ1. Nous intervertissons les sommations et utilisons la formule∑
κ,κ′0
κ+κ′min{δ,N ′1,N ′2}
(−1)κ′
2κ
=
1
2min{δ,N ′1,N ′2}
·
Cela fournit
fp(δ1, δ2, µ1, 0) =
∑
ν∈N2
(ν1 + 1)(ν2 + 1)
2min{δ,N ′1,N ′2}
†P1,P2(p
N ′1 , pN
′
2).
Posant alors N ′′i := νi + δi, nous obtenons∑
m1min{1,vp(∆)}
(−1)m1fp(δ1, δ2, µ1, 0)
=
∑
ν∈N2
(ν1 + 1)(ν2 + 1)
(†P1,P2(pN ′′1 , pN ′′2 )
2min{δ,N ′′1 ,N ′′2 }
− 
†
P1,P2
(pN
′′
1 +1, pN
′′
2 +1)
2δ
)
=
∑
ν∈N2
(
(ν1 + 1)(ν2 + 1)− ν1ν2
)†P1,P2(pN ′′1 , pN ′′2 )
2min{δ,N ′′1 ,N ′′2 }
=
∑
ν∈N2
(ν1 + ν2 + 1)
†P1,P2(p
N ′′1 , pN
′′
2 )
2min{δ,N ′′1 ,N ′′2 }
.
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Lorsque les N ′′i sont fixe´s le nombre de couples (δ1, δ2) ∈ {(δ, 0), (0, δ)} tel que N ′′i = νi+δi
est e´gal a` 2min{δ,N
′′
1 ,N
′′
2 }. Il s’ensuit que
∑
(δ1,δ2)∈N2
m1min{1,vp(∆)}
δ1+δ2=δ
(−χ(p))m1fp(δ1, δ2, µ1, 0) =
∑
ν∈N
(ν + 1)†P (p
ν) = 1− 1
p2
+
∑
ν∈N∗
∗P (p
ν)
p2ν
.
En reportant dans (9·52) et en effectuant une manipulation paralle`le a` celle (8·27), nous
obtenons cp(m3) = ωp. Ainsi, dans le cas p ≡ 1 (mod 4), le facteur cp ne de´pend pas dem3.
Lorsque p ≡ 3 (mod 4), nous avons r(p) = 0, d’ou`
cp(ε,m3) =
(
1− 1
p2
) ∑
ν∈N2
(−1)ν1+ν2 
∗
P1,P2
(pν1+µ3 , pν2+µ3)
p2(ν1+ν2+2µ3)
·
Il vient
cp(ε,m3) =
(
1− 1
p2
) ∑
ν∈N2
†P1,P2(p
2ν1+µ3 , p2ν2+µ3).
Or, pour chaque vecteur x compte´ dans †P (p
2ν) avec ν  1, il existe un unique couple
d’entiers ν ∈ N2 tel que p2νi+µ3 ‖ Pi(x). A` µ3 fixe´, nous pouvons donc sommer sur les
exposants ν plutoˆt que sur les couples (ν1, ν2).
Si vp(∆3) = 0, nous avons µ3 = 0. Nous obtenons dans ce cas
cp(ε,m3) =
(
1− 1
p2
){∑
ν∈N
†P (p
2ν)
}
=
(
1− 1
p2
){
1− 1
p2
+
∑
ν∈N∗
(−1)ν 
∗
P (p
ν)
pν
}
= ωp.
Si vp(∆3) = 1, nous avons µ3 ∈ {0, 1}. Nous observons alors que
cp(ε, 1) + cp(ε, p) = ωp (p | ∆3).
Graˆce a` (8·20), nous obtenons
cp(ε,m3) = cp(ε, pµ3) = lim
ν→∞
1
p4ν
∑
(u,v,x,y,t)∈(Z/pνZ)5
P (u,v)t2≡x2+y2 (mod pν)
p(u,v), p(x,y,t)
2|vp(Pi(u,v))−µ3
1 = ω(ε,m3).
Il s’ensuit que
CP (ε,m3) vol(RP,ε) = 2ωH(VQ(ε,m3)),
ce qui fournit la relation souhaite´e CP vol(RP ) = CH(V ) en reportant dans (9·47) et en
comparant avec (9·46).
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